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Introducción 

Este trabajo de grado presenta la elaboración, funcionamiento y validación de la 

herramienta computacional ARCUM (Aplicación para la Resolución de Casos de deformación en 

el Uso de Materiales compuestos), capaz de determinar el comportamiento de una placa de material 

compuesto sometida a una carga normal de tipo puntual o distribuida. Este análisis es efectuado 

por ARCUM por medio del método de diferencias finitas, el cual, al crear una malla a partir de un 

número específico de divisiones bidimensionales sobre una placa, permite determinar la 

deformación en puntos específicos y predecir su condición final, facilitando la ejecución de los 

modelos iterativos que son frecuentemente utilizados para obtener dicha deformación. 

ARCUM surge como solución a los problemas de ejecución de casos intermedios de diseño 

de materiales compuestos y análisis de deformación de placas que, al no ser lo suficientemente 

complejos para ser evaluados en plataformas especializadas como ANSYS, ni ser lo 

suficientemente sencillos para ser resueltos por medios manuales, requieren el uso de herramientas 

computacionales que permitan la entrada y obtención de datos de manera simple para ser 

visualizados y determinar su aplicabilidad  en proyectos de investigación relacionados con el uso 

de materiales compuestos.  

ARCUM parte de modelos matemáticos existentes referentes al diseño y cálculo de 

propiedades mecánicas como módulos de elasticidad, relaciones de Poisson y módulos cortantes 

de láminas, laminados y estructuras tipo sándwich; permitiendo predecir, al ser aplicada una carga 

normal, los resultados numéricos y esquemáticos como esfuerzos, momentos flectores, 

deformaciones y el factor de seguridad, los cuales serán descritos en este documento.
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1. Planteamiento del problema 

1.1. Antecedentes 

Dado que numerosos autores han realizado estudios y compilaciones de orden teórico y 

práctico, acerca del diseño, prueba, optimización y caracterización de materiales compuestos, esta 

sección expondrá los principales trabajos realizados por universidades a nivel nacional e 

internacional, que sirvieron como base para llevar a cabo el proyecto en cuestión, proporcionando 

consideraciones y referencias adicionales para la estructura lógica y visual de la herramienta 

computacional a elaborar. 

1.1.1. Nacional/local 

▪ Caracterización de un material compuesto que está sometido a impactos para 

aeronaves no tripuladas. 

En la Universidad de San Buenaventura, se realizó la caracterización de un material 

compuesto que resistiera al impacto para ser utilizado en una aeronave no tripulada 

denominada USBAgro, ya que esta no poseía tren y aterrizaba con una pérdida de 

sustentación profunda a baja altura (Luna Amezquita & Navas Mantilla, 2016). 

Para ello, los autores realizaron, entre otros análisis estructurales, el análisis de 

pandeo de una placa constituida por fibras, de carbono y Kevlar, y resina epóxica, a partir 

del método de diferencias finitas planteado por (Peery & Azar, 1982), resolviendo una 

ecuación diferencial de cuarto orden que dependía de la fuerza externa, y una constante 

que tenía en cuenta el módulo de elasticidad y la relación de Poisson; dicha placa fue 

sometida a tres casos distintos de evaluación, variando la carga aplicada y, por ende, los 

momentos flectores máximos. 
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Teniendo en cuenta que la placa fue dividida en 8 secciones laterales, por lo que 

contó con 81 nodos en total en la superficie de la placa Figura 1-a; los autores determinaron 

la deflexión de la placa, de dimensiones 160 x 80 milímetros como se ve en la Figura 1-b, 

y el espesor óptimo para los tres casos de estudio, obteniendo la predicción de la 

deformación en tres dimensiones. 

a) 

 

b) 

 

Figura 1 a) Dimensiones de la placa de estudio b) Malla utilizada para el análisis de pandeo (Luna Amezquita 

& Navas Mantilla, 2016) 
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Las apreciaciones tomadas en cuenta para el análisis incluían tanto las condiciones 

de frontera, asumiendo que los bordes de la placa se encontraban completamente fijos, 

como las de simetría de la placa, en la que al estar aplicada la carga de manera puntual y 

en medio de la misma, se redujo el tamaño de la matriz de coeficientes obtenida por el 

sistema compuesto por las ecuaciones de cada nodo, y utilizada por el método de 

diferencias finitas para obtener el vector de deformaciones; centrándose simplemente en 

un cuarto de la placa como se puede observar en la Figura 1-a. 

Finalmente, el análisis de pandeo, que tenía el propósito de obtener el espesor 

requerido del compuesto para soportar las cargas aplicadas en cada caso, fue realizado de 

manera manual, generando, de acuerdo con las conclusiones de los autores del trabajo de 

grado, una matriz de coeficientes compleja, recomendando realizar un análisis de pandeo 

más detallado para obtener resultados de mayor exactitud. 

▪ Aplicación de un programa para soportar el proceso de diseño de materiales 

compuestos. 

Asimismo, en la Universidad de los Andes, el autor de este trabajo de grado 

desarrolló un software para el proceso de diseño de materiales compuestos, el cual consistía 

en dos grandes módulos: el de materiales y el de mecánica de materiales compuestos, este 

último se dividía en tres, el módulo de análisis macromecánico, el de análisis 

micromecánico y los casos de diseño (Flórez Rodríguez, 2008).  

El primero de estos tres últimos grupos se constituía por el análisis y diseño de 

láminas unidireccionales en cuanto a sus propiedades mecánicas, el segundo hacía 

referencia tanto a la transformación de esfuerzo y deformaciones de las láminas como de 
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los laminados y sus propiedades y, el tercero, a las placas de laminados compuestos (Flórez 

Rodríguez, 2008). 

A lo largo del documento se plantean las relaciones matemáticas necesarias para 

llevar a cabo los cálculos principales para cada módulo y, como se observa en la Figura 2 

y la Figura 3, se desarrolló la interfaz del software propuesto para la resolución de 

problemas de ingeniería. Adicionalmente, el autor plantea la implementación de nuevos 

conceptos referentes al diseño estructura de este tipo de materiales tales como las 

estructuras tipo sándwich, los esfuerzos interlaminares y teoría de falla de laminados. 

 

Figura 2 Módulo de las propiedades de diseño para el software (Flórez Rodríguez, 2008) 
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Figura 3 Módulo de diseño de laminado (Flórez Rodríguez, 2008) 

1.1.2. Internacional 

▪ Programa computacional para el cálculo de placas de Mindlin. 

El ingeniero Bence Balogh, de la Universidad de tecnología y economía de 

Budapest, desarrolló un software para suministrar a los estudiantes una herramienta 

gratuita para el uso académico en las áreas de estructuras (Balogh, 2013).  

El software tiene como objetivo realizar el análisis de cuatro tipos de placas, las 

isotrópicas homogéneas, las estructuras tipo sándwich, las placas de material compuesto 

anisotrópico y con consideraciones de laminado simétrico y, por último, las placas con 

agujeros. Para ello, el autor plantea cuatro capítulos en donde realiza una introducción 

teórica acerca de los tipos de placas y sus respectivas soluciones formuladas con base a la 
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bibliografía y posteriormente, realizó una solución computacional utilizando el lenguaje de 

programación FORTRAN, planteando un software que contiene dos partes: el cálculo de 

rigidez y el cálculo de resultados mecánicos en los puntos deseados de la estructura 

(Balogh, 2013). 

El programa contiene las variables de ángulo de orientación principal de los 

laminados, el grosor del núcleo de la estructura tipo sándwich, el módulo elástico, las 

dimensiones, el número de láminas en placas de laminado y las cargas aplicadas. 

Adicionalmente, la interfaz gráfica fue realizada en Visual Basic, donde se exige la 

locación de la carga concentrada a partir de la posición del cursor en la ventana. En la 

Figura 4 se puede observar la ventana inicial del software donde se pueden apreciar los 

cuatro tipos de placas que pueden ser analizados por el software (Balogh, 2013). 

 

Figura 4 Configuraciones de placas en la ventana inicial de BENSYS dirigido (Balogh, 2013) 

Además, el autor realizó la verificación de los casos de carga que pueden 

seleccionarse, teniendo en cuenta una carga puntual y uniforme y la evaluación 
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dependiendo del tipo de placa requerida, proporcionando diagramas y gráficas que 

ilustraban la deflexión en determinados puntos. En la Figura 5-a, se puede observar la 

interfaz gráfica de BENSYS para el ingreso de propiedades y dimensiones mientras que en 

la Figura 5-b puede observarse el panel de resultados en gráficos tipo mapa de color. 

a) 

 
b)  

 

Figura 5 a) Módulo para el modelado de la placa y modificación del material b) Ventana de resultados de 

BENSYS (Balogh, 2013) 
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▪ Aplicación del método de diferencias finitas al estudio del fenómeno en la teoría 

de placas delgadas. 

En la State University of Novi Pazar de Serbia, los autores (Dolicanin, Nikolic, & 

Dolicanin, 2010) realizaron el análisis de las condiciones de esfuerzo y deformación en 

placas planas a partir del método de diferencias finitas.  

A lo largo del artículo, los autores desarrollan tres ejemplos de deflexión de placas 

bajo una carga dada, planteando tres casos diferentes y teniendo en cuenta que en cada uno 

de ellos a y b son las dimensiones de la placa en el plano xy, δ el espesor de la placa, F la 

carga puntual aplicada en el caso 1 y q la carga distribuida en los casos 2 y 3. 

En el primer caso, se consideró una fuerza puntual normal a la superficie en medio 

de la placa como se ve en la Figura 6; en el segundo, una fuerza distribuida como se observa 

en la Figura 7 y, finalmente, una carga continua triangular mostrada en Figura 8. 

 

Figura 6 Carga puntual aplicada en el centroide de la placa plana (Dolicanin, Nikolic, & Dolicanin, 2010) 
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Para el segundo caso se estableció el comportamiento de la carga de acuerdo con el 

nodo, evidenciándose una reducción del valor de la carga desde el centro hacia los bordes 

de la placa, de modo que en el nodo central la carga era equivalente a q como se muestra 

en el numeral 1) de Figura 7, en los nodos 1,2,3 y 4 la carga equivalía q/2 t , como se puede 

observar en el numeral 2) y, finalmente en los nodos 5,6,7 y 8 la carga equivalía q/4 como 

se muestra en el numeral 3). 

 

Figura 7 Carga rectangular aplicada transversalmente en la placa (Dolicanin, Nikolic, & Dolicanin, 2010) 

Se debe resaltar que las condiciones de frontera son diferentes en los casos de 

estudio, de manera que en el primer y segundo caso la placa se encuentra apoyada 

solamente en dos de sus bordes, mientras que en el tercer caso se encuentra soportada en 

todos sus bordes, coincidiendo con la condición de frontera que será tenida en cuenta para 

el actual proyecto de grado. 
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Figura 8 Carga triangular q aplicada transversalmente en la placa (Dolicanin, Nikolic, & Dolicanin, 2010) 

Finalmente, a partir de los análisis realizados, los autores reafirman la efectividad 

de dicha metodología para la obtención de resultados referentes a la deformación, esfuerzos 

y momentos de la placa delgada, al proveer ventajas significativas en comparación a los 

métodos analíticos convencionales  (Dolicanin, Nikolic, & Dolicanin, 2010). 

1.2. Descripción y formulación del problema 

Debido al constante crecimiento del interés de la industria aeronáutica en los materiales 

compuestos (Alvarado Prieto, 2014), es necesario impulsar el manejo de los conocimientos que 

involucran el análisis estructural de este tipo de materiales por parte del sector académico e 

investigativo; sin embargo, la resolución de los cálculos que se requieren para un estudio de 

caracterización de materiales compuestos posee una complejidad proporcional al tiempo invertido 

en su solución; razón por la cual, en proyectos universitarios, el diseño se ve afectado por la 

dificultad de los cálculos para determinar una configuración más apropiada para cada aplicación. 
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Adicionalmente, las herramientas computacionales comerciales dedicadas al análisis 

estructural con las que cuenta la Universidad de San Buenaventura como ANSYS o CATIA V5, 

permiten un análisis de una estructura ya establecida, más no la determinación de la mejor 

configuración para una situación o aplicación determinada.  

Es por esto que se presentan constantes procesos iterativos de selección y configuración de 

materiales compuestos en la mayoría de los proyectos universitarios del Programa de Ingeniería 

Aeronáutica que comprometen el uso de este tipo de materiales y, por ende, presentan múltiples 

complicaciones en las etapas posteriores del proceso de diseño, sea un análisis estructural más 

avanzado o una fase de manufactura.  

A partir de lo anterior se pueden resumir los dos principales obstáculos en el proceso de 

análisis de deformación; en primer lugar, el tiempo de resolución manual que tiene como 

consecuencia un número reducido de casos evaluados en un determinado tiempo y, en segundo 

lugar, la complejidad de los procesos iterativos que tienen como consecuencia una alta 

probabilidad de error en la solución. Teniendo en cuenta los dos inconvenientes que restringen en 

mayor medida el análisis estructural en este tipo de materiales, se plantea la siguiente problemática: 

¿Cómo facilitar el proceso de análisis de deformación de una placa de material compuesto 

tipo sándwich sometida a una carga normal? 

1.3. Justificación 

La inclusión de los materiales compuestos como solución a los problemas de resistencia a 

cargas, peso o la fabricación de partes de formas complejas, ha ido incrementando abruptamente 

a lo largo de los años (Alvarado Prieto, 2014), invirtiendo en recursos para, no solo obtener nuevas 
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configuraciones, combinaciones y propiedades que suplan las necesidades de cada aplicación, sino 

también para optimizar los procesos con los que, actualmente, se trabaja este tipo de materiales. 

Con el propósito de preparar profesionales con habilidades en las tecnologías actuales; 

desde las instituciones académicas se ha fomentado el desarrollo de proyectos que incluyan el uso 

de materiales compuestos y la creación de herramientas que faciliten y agilicen las diferentes fases 

del proceso de implementación de estos como parte clave de los resultados eficaces en sistemas 

estructurales. 

Es por esto, que el presente proyecto, denominado proyecto ARCUM (Aplicación para la 

Resolución de Casos de deformación en el Uso de Materiales compuestos), busca proporcionar, 

principalmente, a los estudiantes de la Universidad de San Buenaventura sede Bogotá, un 

instrumento que permita obtener resultados generales del comportamiento de láminas, laminados 

y estructuras tipo sándwich, a partir del ingreso de variables globales para evitar así el ciclo 

exhaustivo de prueba y error al caracterizar materiales o el tiempo significativo empleado en los 

análisis especializados, así como también evitar la mayor cantidad de errores que puedan 

presentarse en los análisis realizados de forma manual y funcionar como fuente de información y 

punto de partida para posteriores proyectos y/o actividades académicas  que incluyan el uso de 

compuestos. 

1.4. Objetivos de la investigación 

1.4.1. Objetivo general 

Elaborar una herramienta computacional que permita analizar la deformación 

ocasionada en una placa de material compuesto tipo sándwich, debido a una carga normal 

aplicada. 
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1.4.2.    Objetivos específicos 

▪ Elaborar un código computacional que permita el proceso de análisis de materiales 

compuestos en modo lámina, laminado y estructuras tipo sándwich, sometidos a una carga 

normal aplicada. 

▪ Elaborar una interfaz gráfica que permita al usuario configurar el caso de estudio, 

ejecutar el código computacional y visualizar los resultados del análisis. 

▪ Evaluar el funcionamiento de la aplicación en términos de la reducción de tiempo 

de análisis y la exactitud de los resultados de este. 

1.5. Alcances y limitaciones 

1.5.1. Alcances 

▪ La carga a la que es sometida la placa de material compuesto puede ser puntual o 

distribuida en una determinada área de tipo uniforme rectangular. 

▪ La aplicación mostrará la distribución de deformación de la placa en 3 dimensiones, 

según sea la fuerza aplicada, realizando una representación gráfica tipo mapa de color 

utilizando los comandos del mismo nombre en Matlab. 

▪ La aplicación será capaz de mostrar las curvas de esfuerzo contra deformación de 

lámina y laminado, partiendo de los datos ingresados por el usuario. 

▪ La aplicación utilizará la orientación de cada una de las capas del laminado 

proporcionadas por el usuario. 

▪ La aplicación determinará el mínimo espesor requerido para la carga aplicada. 

▪ La aplicación integrará adicionalmente, un módulo de guía de funcionamiento. 

▪ La aplicación permitirá el proceso de análisis en tres configuraciones distintas: 

lámina, laminado y estructuras tipo sándwich. 
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▪ Se elaborarán los protocolos de uso para la aplicación. 

▪ El método de resolución será por diferencias finitas. 

▪ El análisis de deformación que se realizará a la placa será por flexión. 

1.5.2. Limitaciones 

▪ La aplicación será desarrollada únicamente en Matlab. 

▪ La placa será analizada asumiendo que se encuentra empotrada en sus cuatro 

bordes, para establecer dicha condición de frontera. 

▪ Solo se tendrán en cuenta las cargas aplicadas de manera normal o perpendicular a 

la superficie a analizar. 

▪ La aplicación se encuentra orientada a tres materiales compuestos de matrices 

poliméricas, fibra de carbono, de vidrio y Kevlar.  

▪ La aplicación está dirigida a aquellos casos donde se pueda asumir que la carga 

existente es aplicada sobre una geometría de tipo placa plana. 

▪ Los únicos datos de entrada de la aplicación, dados por el usuario son las 

dimensiones de ancho y largo de la placa, la fuerza aplicada, su zona de aplicación y el 

material deseado. 

▪ Las dimensiones máximas de la placa serán 500 mm x 500 mm y un espesor de 50 

mm, según el promedio de los materiales compuestos encontrados en el mercado (Aircraft 

Spruce & Specialty Co., 2018). 

▪ Los laminados integrados en la configuración de estructura tipo sándwich serán 

asumidos del mismo espesor y material. 

▪ Se utilizará, para el núcleo, solo espuma de poliuretano. 

▪ No se llevará a cabo ningún análisis de tipo interlaminar. 
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▪ No se predecirá la deformación de la estructura internamente. 

▪ Se tendrán en cuenta, para las fibras, únicamente los tejidos planos. 

▪ El porcentaje de error aceptable entre los resultados arrojados por la aplicación y 

los datos de comparación es de máximo 5%. 
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2. Marco de referencia 

2.1. Marco teórico y conceptual 

Para la revisión de conceptos y características clave que se encuentran involucrados en el 

análisis de deformaciones y caracterización de materiales compuestos, se parte de la definición y 

clasificación de éstos, su estructura, aplicación, posteriormente las variables y principios que son 

abarcados en el cálculo y análisis y finalmente, los recursos computaciones utilizados para la 

ejecución y validación de este proyecto. 

2.1.1. Materiales compuestos 

Los materiales compuestos son definidos como aquellas uniones a nivel 

macroscópico de dos o más materiales distinguibles y separables mecánicamente, que 

resulta en la combinación de propiedades de los materiales originales, incrementándose las 

capacidades estructurales. Según su configuración se pueden clasificar de la siguiente 

manera (Kaw, 2006). 

▪ Láminas. 

Una lámina es una capa delgada de material compuesto que se encuentra constituida 

por una fase continua y una discontinua, matriz y refuerzo respectivamente; donde este 

último, a pesar de ser presentado en otras formas (escamas o partículas), será tenido en 

cuenta, para el presente proyecto, en forma de fibras (Jones, 1999). 

a) Fibras. 

Las fibras proveen la resistencia al compuesto, proporcionando propiedades 

distintas y adaptables de acuerdo con la función que sea requerida; partiendo de factores 
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geométricos, como su longitud o forma o de su orientación y material, influenciando 

directamente el rendimiento mecánico del material compuesto final.  

Adicionalmente, las láminas pueden ser categorizadas de acuerdo con la dirección 

que posean las fibras que la componen, pudiendo ser unidireccionales o bidireccionales. 

Éstas últimas usualmente son constituidas por fibras en direcciones perpendiculares que 

permiten balancear las propiedades mecánicas en ambas direcciones cuando es requerido; 

variando en el tipo de tejido que poseen, que para el caso del presente proyecto será plano, 

el cual es equivalente a un entrelazado simétrico, alternando un paso a cada fibra 

(NetComposites Ltd, 2018), como se observa en la Figura 9. 

 

Figura 9 Esquema de una fibra bidireccional en forma de tejido plano (NetComposites Ltd, 2018) 

Dado que en la industria aeroespacial las fibras comúnmente utilizadas son las de 

vidrio, kevlar y carbono (Alvarado Prieto, 2014), serán la fibra de E-glass, la fibra de 

Kevlar 49 y la fibra de Carbono AS4, las tenidas en cuenta para el desarrollo del proyecto, 

como se especificó en la sección 1.5.2. 
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b) Matrices. 

A pesar de poseer bajas propiedades mecánicas individualmente, las matrices, en 

los compuestos, cumplen funciones de protección y distribución de cargas en las fibras, 

adicionalmente mantienen juntas a las mismas e influencian propiedades del compuesto 

como la resistencia transversal y cortante y la resistencia térmica. 

Teniendo en cuenta que los materiales compuestos avanzados más comunes son los 

que poseen matrices poliméricas, debido a su bajo costo, alta resistencia y principios 

simples de manufactura, son las resinas epóxica, de poliéster y poliamida las que serán 

utilizadas para el desarrollo del presente proyecto, dejando de lado los compuestos de 

matrices cerámicas y metálicas. 

▪ Laminados. 

El laminado es la unión de un conjunto de láminas individuales, donde cada una de 

ellas tiene una determinada ubicación, material y ángulo de orientación respecto a un eje 

como se muestra en la (Kaw, 2006). 

 

Figura 10 Esquema de un laminado (Kaw, 2006) 

Esta secuencia ordenada de direcciones correspondientes a cada capa existente en 

el laminado es denominada código del laminado y, de acuerdo con su espesor, material y 
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posición con respecto al eje de referencia, pequeñas convenciones son utilizadas para 

referirse a ellos. Para este proyecto, el tipo de laminado que será tenido en cuenta será 

simétrico, el cual se caracteriza por poseer láminas de la misma orientación, material y 

espesor dispuestas simétricamente respecto al plano medio, como se describe en la 

expresión dada en la ecuación (1), en donde con el subíndice 𝑆 se especifica su simetría 

(Kaw, 2006). 

[𝜃1, 𝜃2]𝑆 = [𝜃1, 𝜃2, 𝜃2, 𝜃1] (1) 

▪ Estructuras tipo sándwich. 

Por su parte, una estructura denominada tipo sándwich, es un sistema compuesto 

por dos pieles resistentes y un material ligero denominado núcleo, unidos por una interface 

que usualmente es un elemento adhesivo.  

Las pieles o revestimientos de este tipo de estructura son los laminados de material 

compuesto que encierran dicho núcleo, encargadas de resistir el esfuerzo de flexión al que 

se encuentra sometida la estructura, mientras que el núcleo representa la resistencia a los 

esfuerzos cortantes y no permite el desplazamiento longitudinal de las pieles entre las 

cuales se encuentra. 

 

Figura 11 Nomenclatura de una estructura tipo sándwich (Heslehurst, 2015) 
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En la Figura 11 se muestra esquemáticamente la estructura tipo sándwich donde A 

es el ancho, 𝑡𝑇𝐿 es el espesor de la piel y 𝑡𝑁𝑆 el espesor del núcleo. El material del núcleo, 

adicionalmente, puede ser clasificado en dos grandes grupos, el tipo panal de abeja y los 

sintéticos. Para el primero de ellos se puede distinguir tres configuraciones de celdas, las 

hexagonales, rectangulares y las de tipo trébol o seta, además de destacarse por su peso 

reducido, bajo costo, rigidez y resistencia de cargas a compresión y tracción (Thomsen, 

Bozhevolnaya, & Lyckegaard, 2005). 

2.1.2. Tipos de análisis de materiales compuestos 

▪ Análisis micromecánico. 

Se encuentra orientado a analizar las propiedades y comportamientos en términos 

de la interacción de las fibras y la matriz, determinando la microestructura de los 

compuestos. Este proyecto, se encuentra dirigido al análisis de láminas a partir de las 

variables descritas a continuación: 

a) Fracciones másicas y volumétricas. 

La fracción volumétrica es definida como la razón entre el volumen, ya sea de las 

fibras o de la matriz en el compuesto, con respecto al volumen total del mismo. Este 

parámetro influye directamente en las propiedades de una lámina como el módulo de 

Young y su relación de Poisson (Buragohain, 2017).  

De manera similar a las fracciones volumétricas, las fracciones másicas indican la 

relación entre la masa de las fibras o de la matriz respecto a la masa total del material 

compuesto. 
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b) Propiedades mecánicas. 

Partiendo de la Figura 12, en donde se muestra el sistema de coordenadas utilizado 

para especificar los ejes de referencia utilizados; se definen las cuatro constantes elásticas. 

 

Figura 12 Sistema de referencia del material compuesto (Kaw, 2006) 

Las direcciones 1 y 2 indican los ejes longitudinal y transversal, en donde se definen 

los módulos elásticos correspondientes 𝐸1 𝑦 𝐸2, que describen la relación entre el 

incremento de tensión y deformación unitaria producidos; mientras que la dirección 3 hace 

referencia al eje normal o perpendicular del compuesto. Así mismo, en el plano 1-2, para 

la descripción de la relación entre la deformación longitudinal y transversal, se definen las 

dos constantes elásticas adicionales, el módulo cortante y la relación de Poisson, 

denominadas 𝐺12 𝑦 𝜐12, respectivamente.  

▪ Análisis macromecánico. 

Por otro lado, el estudio macromecánico consiste en predecir el comportamiento de 

las estructuras con base en las matrices de rigidez y las constantes de ingeniería. Este 

análisis es realizado para lámina y laminado, principalmente a partir de la transformación 

de esfuerzos. 



35 

 

 

a)  Relación esfuerzo – deformación. 

La relación de esfuerzo deformación para un material se encuentra dada en términos 

de la matriz reducida de rigidez, la cual relaciona las fuerzas resultantes presentes en el 

plano y las deformaciones en el mismo, utilizando las constantes de ingeniería tanto para 

láminas y laminados.  

Esta matriz, modificada por la matriz de transformación que se encuentra 

constituida por funciones básicas trigonométricas, permite la transformación de esfuerzos 

en función del ángulo, como se observa en la Figura 13, permitiendo obtener las constantes 

de ingeniería descritas anteriormente 

 

Figura 13 Transformación de ejes de acuerdo con el ángulo de orientación de la fibra (Kaw, 2006) 

2.1.3. Teoría de placas 

De acuerdo con la teoría de placas (Timoshenko & Woinowsky-Krieger, 1959), la 

ecuación de equilibrio que relaciona la rigidez con la flexión D, la carga aplicada P y la 

deflexión W de una placa rectangular se observa en la ecuación (2). 

𝜕4𝑊

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑊

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4𝑊

𝜕𝑦4
=

𝑃

𝐷
 (2) 
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Esta expresión se encuentra en función de las dimensiones de un elemento en el eje 

x o longitudinal y en el eje y o transversal; y es esta ecuación diferencial la que será 

transformada a términos del método de diferencias finitas para la implementación en el 

presente proyecto. Adicionalmente y como se observa en la Figura 14, al ser aplicada la 

carga P, se generan los momentos flectores Mx, My y Mxy en los bordes empotrados, los 

cuales afectan directamente los esfuerzos a los que se encontrará sometida la placa. 

 

Figura 14 Cargas y momentos flectores presentes en el estado flexional de la placa 

2.1.4. Métodos numéricos 

El desarrollo del proyecto en cuestión requiere de dos métodos de análisis 

numérico, el método de diferencias finitas y el método iterativo matricial. 

▪ Método de diferencias finitas. 

El método de diferencias finitas permite la resolución aproximada de ecuaciones 

diferenciales en derivadas parciales definidas en recintos finitos, por lo que, para traducir 

la ecuación (2) en términos de diferencias finitas se deben tener en cuenta las formas de 

aproximación de las derivadas correspondientes a partir de la expansión en Series de 

Taylor, la cual será descrita de manera general a continuación.  
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Siendo f(xi+Δx) una función definida en un punto (a,b), se plantea la primera 

derivada usando series de Taylor alrededor del punto xi, dada por la ecuación (3) expresión 

a (Carrillo Ledesma, Mendoza Bernal, & González Rosas, 2018). 

𝑎)         𝑓(𝑥𝑖 + Δ𝑥) = 𝑓(𝑥𝑖) + Δ𝑥
𝑑𝑓

𝑑𝑥
|
𝑥𝑖

+ Δ𝑥2
𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
|
𝑥𝑖

 

𝑏)      
𝑑𝑓

𝑑𝑥
|
𝑥𝑖

=
𝑓(𝑥𝑖 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥𝑖)

Δ𝑥
−

Δ𝑥

2!

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
|
𝑥𝑖

=
𝑓(𝑥𝑖 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥𝑖)

Δ𝑥
− 𝑂𝑝(Δ𝑥) 

𝑐)            𝑓′(𝑥𝑖) =
𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖 

Δ𝑥
 

(3) 

La ecuación (3) expresión b, por su parte simplifica el segundo término, teniendo 

en cuenta que O_p es el error local de truncamiento y, finalmente la expresión en términos 

de diferencias finitas para la primera derivada está dada por la ecuación (3) expresión c.  

Partiendo de lo anterior y del grado de la ecuación diferencial (2), se plantean las 

derivadas en términos de diferencias finitas como se observa en la ecuación (4). 

𝜕4𝑊

𝜕𝑥4
=

1

Δ𝑥4
(𝑊𝑖,𝑗+2 − 4𝑊𝑖,𝑗+1 + 6𝑊𝑖,𝑗 − 4𝑊𝑖,𝑗−1 + 𝑊𝑖,𝑗−2) 

𝜕4𝑊

𝜕𝑦4
=

1

Δy4
(𝑊𝑖+2,𝑗 − 4𝑊𝑖+1,𝑗 + 6𝑊𝑖,𝑗 − 4𝑊𝑖−1,𝑗 + 𝑊𝑖−2,𝑗) 

𝜕4𝑊

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
=

1

Δ𝑥2Δy2
[𝑊𝑖−1,𝑗+1 + 𝑊𝑖+1,𝑗+1 + 𝑊𝑖−1,𝑗−1 + 𝑊𝑖+1,𝑗−1

− 2(𝑊𝑖−1,𝑗 + 𝑊𝑖+1,𝑗 + 𝑊𝑖,𝑗−1 + 𝑊𝑖,𝑗+1) + 4𝑊𝑖,𝑗] 

(4) 
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▪ Métodos iterativos. 

Un método iterativo es aquel que calcula de manera progresiva las aproximaciones 

a la solución de un problema, de manera que la operación numérica es repetida hasta que 

el resultado converja, es decir, hasta que satisfaga los requisitos determinados inicialmente 

(Skiba, 2005).  

Entre los métodos iterativos utilizados con mayor frecuencia se encuentran los 

métodos de Gauss- Seidel y Jacobi; los cuales se diferencian, principalmente, en el 

almacenamiento y condiciones de convergencia, siendo el método de Gauss-Seidel 

considerado el de mayor conveniencia para cálculos computacionales, al conservar 

únicamente en la memoria del ordenador el vector de solución de cada iteración, 

reduciendo los requerimientos de memoria y tiempo de iteración (Michavila & Gavete, 

1985). 

Partiendo de un criterio de convergencia en donde el error Ω = 1 ∗ 10−4, el método 

de Gauss Seidel es descrito por la ecuación (5), la cual se encuentra en términos de las 

matrices y vectores utilizados en el presente proyecto. 

𝑊1:𝛱
(𝑘)

=
∑ (−𝐾𝑖𝑗 𝑊𝑗

(𝑘−1)
)𝛱

𝑗=1 + 𝐹1:Π

𝐾𝑖𝑖
 (5) 

Donde 𝑘 es el número de iteración, 𝛱 tamaño de la matriz lateralmente y las 

variables 𝑖 𝑦 𝑗, la fila y columna en la matriz, respectivamente. Este método comienza con 

una aproximación inicial a la solución y genera una sucesión de vectores que convergen en 

la solución final W, partiendo de la matriz de coeficientes K y F respectivamente (Özişik, 

Orlande, Colaço, & Cotta, 1994). 
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2.1.5. Recursos computacionales 

▪ MATLAB. 

MATLAB es un entorno computacional utilizado en el desarrollo de algoritmos, 

visualización y análisis de datos (Hunt, Lipsman, & Rosenberg, 2014); permite la creación 

de interfaces gráficas de usuario ya sea a partir de la definición de posición y propiedades 

de los elementos que la conforman, o el modelado esquemático por medio de la herramienta 

interactiva GUIDE (The MathWorks, 2018), siendo esta última la implementada para el 

desarrollo de este proyecto de grado. 

▪ ANSYS MECHANICAL. 

Es un programa de solución de problemas mecánicos en ingeniería que, a partir del 

método de elementos finitos (FEA), permite realizar análisis de tipo estructural (ANSYS, 

2018). 

Como medio de validación del presente proyecto de grado se realizaron análisis 

estáticos en ANSYS, para determinar la deformación total y esfuerzos normales máximos 

de las placas soportadas en sus cuatro bordes y sometidas a cargas transversales. 

2.2. Marco legal o normativo 

Aunque el presente proyecto no tiene como objetivo la caracterización de materiales 

compuestos, ni requiere de ésta para la ejecución del mismo, es importante tener en cuenta que las 

propiedades de los materiales utilizados para el diseño de alguno de los casos, sean láminas, 

laminados o sándwich, se deben basar en las normas y estándares de la Sociedad Americana para 

Pruebas y Materiales o ASTM por sus siglas en inglés. 
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En el caso de utilizar materiales compuestos de matriz polimérica como una lámina o un 

laminado, sus propiedades mecánicas son halladas o validadas mediante pruebas de tensión y 

flexión. La norma estándar ASTM D3039/D3039M, aplicada a un laminado balanceado y 

simétrico con respecto a la dirección de la carga de prueba, permite conocer, entre otras 

propiedades, la resistencia última de tensión, deformación última por tensión y la relación de 

Poisson. 

Por su parte, el estándar ASTM D7264/D7264M a través de dos procedimientos de prueba 

diferentes, permite hallar las propiedades de resistencia y rigidez a la flexión del material. El 

primer procedimiento consiste en un elemento apoyado sobre dos puntos al cuál se le aplica una 

carga centrada lo cual lo convierte en un caso de carga en 3 puntos. El segundo procedimiento 

consta del elemento apoyado en los mismos 2 puntos principales, pero con dos cargas aplicadas 

equidistantemente hacia el interior de los apoyos convirtiéndose en un caso de carga de 4 puntos. 

Las propiedades de una estructura plana tipo sándwich y su núcleo pueden ser determinadas 

a partir de diferentes pruebas de tensión y flexión. La norma estándar ASTM C393/C393M 

describe la prueba de flexión llevada a cabo para conocer la rigidez a la flexión del sándwich y la 

resistencia y módulo cortante del núcleo de la estructura.  

El estándar ASTM C273/C273M detalla un procedimiento específico para encontrar los 

valores de la resistencia y módulo cortante del núcleo con una carga cortante aplicada en paralelo 

a la cara plana apoyada. Por otro lado, la norma ASTM C297/C297M presenta también un 

procedimiento específico para una prueba de tensión sobre la estructura tipo sándwich que, además 

de arrojar las propiedades mecánicas de tensión conocidas, permite determinar la integridad de la 

unión entre el núcleo y las caras, factor importante en la estabilidad de la placa y la correcta 

transferencia de cargas entre el núcleo y las caras. 
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3. Metodología 

3.1. Enfoque de la investigación 

El enfoque de este proyecto de grado es empírico-analítico, basándose en las teorías, 

modelos matemáticos y valores de las propiedades mecánicas de las caracterizaciones de 

materiales en la bibliografía y resultados proporcionados por ANYS, el software de validación, 

para realizar el correspondiente análisis e interpretación. 

3.2. Línea de investigación de USB/ Sub-línea de facultad/ Campo temático del programa 

El campo temático de este proyecto de investigación es el de Estructuras y materiales, 

pertenecientes a la sub-línea de la facultad de Control de procesos e instrumentación incluida en 

la línea de investigación de Tecnologías actuales y sociedades de la Universidad de San 

Buenaventura. 

3.3. Desarrollo de la metodología 

Como se observa en la Figura 15, la metodología definida para este proyecto de grado, 

parte del diseño de los módulos de lámina, laminado y sándwich; en donde cada uno de ellos 

incluye la identificación de variables de entrada y salida, las ecuaciones características en los 

análisis macro o micro mecánicos según sea la configuración y la elaboración del código 

computacional de cada módulo desarrollado en Matlab.  

Posterior a ello, deben ser integrados los códigos computacionales, relacionándolos entre 

sí para permitir el flujo de información entre módulos, adquiriendo los valores calculados 

previamente en caso de que sea necesario. Una vez sean integrados los códigos, se procede a 

diseñar la interfaz gráfica teniendo en cuenta las entradas y salidas anteriormente identificadas, los 

alcances, limitaciones y objetivos especificados en las secciones 1.4 y 1.5.  
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Figura 15 Metodología del proyecto de grado 

Partiendo del diseño externo e interno de la herramienta computacional, refiriéndose a la 

interfaz y el código computacional respectivamente; se realizan las pruebas de funcionamiento, en 

donde se evalúan los resultados principales estipulados en las secciones mencionadas, incluyendo 

la resolución de los casos de prueba por medio del método de diferencias finitas, la obtención de 
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las gráficas de deformación en tres dimensiones, las curvas de esfuerzo contra deformación y el 

valor del espesor mínimo requerido para la carga aplicada.  

En caso de que la comparación de los datos calculados con respecto a los de referencia se 

obtenga un error mayor al 5%, se debe revisar el código de cada módulo, si no es así se debe 

elaborar el protocolo de uso y el documento final para su entrega.  

Cabe resaltar que la selección del valor de error máximo permisible para este proyecto está 

dada con base a los porcentajes de error obtenidos en documentos de referencia, los cuales varían 

entre 0.2 % (Totter, Raichman, & Mirasso, 2015)  y 13% (Hossain, Ahmed, & Roknuzzaman, 

2017). 
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4. Desarrollo de ingeniería 

4.1. Proyecto ARCUM 

La Aplicación para la Resolución de Casos de deformación en el Uso de Materiales 

compuestos que, como se expuso en la sección 1.3., es simplificada por sus siglas como ARCUM; 

surge como medio de solución a la problemática planteada en la sección 1.2.  

Su principal objetivo es determinar, a partir del método de diferencias finitas, las 

deformaciones consecuentes de la aplicación de cargas normales ya sean puntuales o 

uniformemente distribuidas en un área determinada a lo largo de una placa plana que se encuentra 

empotrada en sus cuatro lados, facilitando el proceso de análisis de deformación por pandeo. 

4.1.1. Disposición general 

Durante la etapa inicial del proyecto ARCUM se contemplaron dos fases generales: 

en primer lugar, se consideró la fase lógica que incluiría el desarrollo del algoritmo y en 

segundo lugar, la fase visual que abarcaría el diseño y la elaboración de la interfaz gráfica 

de la aplicación. La primera de estas fases se encontraría definida por las ecuaciones 

referentes al diseño de materiales compuestos, expuestas en el Anexo 1, mientras que la 

segunda fase, estaría definida por las herramientas gráficas tanto para la adquisición de 

datos proporcionados por el usuario, como para la exposición de resultados esquemáticos 

y numéricos, mostrada en el Anexo 4. 

Teniendo en cuenta que la herramienta computacional ARCUM estaría dirigida a 

las tres configuraciones de material compuesto ya mencionadas (lámina, laminado y 

sándwich), se definieron los posibles casos que se pudieran presentar al momento de 

diseñar un compuesto en alguna de estas configuraciones; cabe resaltar que cada caso de 

diseño se encuentra integrado por tres módulos generales: el diseño del compuesto, el 
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modelado de la placa y la solución; de manera que la variación entre casos radica, 

fundamentalmente, en el primero de estos módulos. Como se puede observar en la Figura 

16 se establecieron tres grupos de acuerdo con la configuración inicial desde la que se 

llevará a cabo el análisis.  

Estas tres categorías denominadas categoría lámina, categoría laminado y categoría 

sándwich representan el tipo de configuración inicial, desde la cual se realizará el diseño 

del material compuesto, mientras que el caso de diseño varía de acuerdo con la 

configuración final de la placa, en la cual se realizará la aplicación de la carga normal. 

 

Figura 16 Diagrama de casos de diseño 

Teniendo en cuenta que para el presente proyecto de grado se denomina 

propiedades mecánicas al conjunto de variables formado por los módulos de Young 

longitudinal y transversal, la Relación de Poisson, el módulo cortante y el esfuerzo último 

longitudinal del material compuesto en cualquiera de sus configuraciones, se describen a 

continuación las tres categorías mencionadas. 
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▪ Categoría lámina 

Esta consiste en el diseño del compuesto sin conocer sus propiedades mecánicas o 

sin ser adquiridas por cualquier otro recurso; es decir la predicción de las propiedades 

mecánicas de lámina, laminado y sándwich, es realizada por el código de ARCUM.  

Los casos 1, 2 y 3, los cuales constituyen esta categoría y son identificados por el 

color morado de sus gráficos, se diferencian en el tipo de configuración que posee el 

compuesto al momento de realizar el modelado de la placa, es decir al asignar las 

dimensiones y la magnitud y zona de aplicación de la carga, correspondiendo a lámina, 

laminado y sándwich respectivamente. 

▪ Categoría laminado 

En esta categoría el diseño es realizado a partir del conocimiento de las propiedades 

de la lámina, de manera que solo se podrán variar los parámetros geométricos del laminado 

a partir de la modificación de la orientación de las capas que éste contenga y del sándwich 

a partir del espesor del núcleo que sea asignado.  

Los casos 4 y 5, los cuales constituyen esta categoría y son identificados por el 

color azul de sus gráficos, corresponden a una configuración final del material compuesto 

de laminado y sándwich respectivamente. 

▪ Categoría sándwich 

Por último, en esta categoría, la cual es equivalente al último caso de diseño y es 

identificada con el color verde, el usuario debe digitar las propiedades mecánicas del 

laminado, sólo siendo posible la variación del valor del espesor de la piel superior e inferior 

y del núcleo. 
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4.1.2. Estructura lógica 

La secuencia lógica general de ARCUM es dividida en tres módulos: el diseño del 

material compuesto, el modelado de la placa que soportará la carga externa, y la obtención 

de los resultados numéricos y gráficos especificados como las salidas en el Anexo 3; por 

lo que se debe tener en cuenta la categoría y el caso de diseño, de modo que las variables 

ingresadas por el usuario varían de acuerdo con la configuración inicial del material 

compuesto y las variables calculadas varían de acuerdo con la configuración final.  

 

Figura 17 Diagrama de flujo para la selección de casos de diseño en ARCUM 

Dado que la ejecución del código de ARCUM inicia una vez sean ingresados por 

el usuario los valores de las variables estipuladas en el Anexo 3 para cada caso de diseño; 
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y que, como se mencionó en la sección anterior, los casos pertenecientes a las categorías 

de lámina, laminado y sándwich se encuentran identificados con los colores morado, azul 

y verde respectivamente, en la Figura 17, se muestra el algoritmo básico de selección del 

caso de acuerdo con la finalidad que el estudio a realizar posea.  

Para ello el usuario debe seguir el proceso de cuestionamiento, determinando la 

configuración del material al que desea aplicar la carga normal y si son existentes o no las 

variables a partir de recursos adicionales, como libros o análisis experimentales previos. 

▪ Módulo de diseño del compuesto. 

Una vez sea seleccionado el caso de diseño, se especifican dos tipos de diseño del 

compuesto: el diseño de una lámina y el diseño de un laminado.  

 

Figura 18 Diagrama de flujo del módulo de diseño de compuesto ejecutado por ARCUM 
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El algoritmo del código computacional para el cálculo de propiedades mecánicas 

de una lámina y un laminado es expuesto en la Figura 18, el cual describe el proceso de 

cada caso de diseño y define su finalización con el número 1 rojo, que representa el 

siguiente módulo a ejecutar: el modelado de la placa. 

a) Diseño de lámina. 

Para realizar el diseño de una lámina se tuvieron en cuenta dos tipos de análisis: el 

análisis micromecánico y el análisis macromecánico (Kaw, 2006); el primero, es realizado 

partiendo de la selección de materiales tanto de la fibra como de la matriz y la fracción 

volumétrica para realizar el cálculo de las propiedades mecánicas de la lámina, y el segundo 

para determinar las mismas a un ángulo de orientación específico. 

En la Tabla 1 se definen el módulo de Young longitudinal, la relación de Poisson, 

la gravedad específica y el esfuerzo último de tensión axial para los materiales de fibra y 

matriz disponibles para el diseño de láminas en ARCUM (Gay, Hoa, & Tsai, 2003), aunque 

se encuentra habilitado el espacio de ingreso de datos de acuerdo con la referencia 

específica que se requiera analizar. 

Tabla 1 Propiedades mecánicas de fibras y matrices para el diseño de una lámina (Gay, Hoa, & Tsai, 

2003) 

Propiedad 

Módulo 

longitudinal 

[MPa] 

Relación  

de Poisson 

Gravedad 

específica 

Esfuerzo 

último 

[MPa] 

Cortante 

último 

[MPa] 

Material 

de la 

fibra 

Vidrio [E-Glass] 71000 0,22 2,45 400 80 

Carbono [ AS4] 230000 0,3 1,75 500 90 

Kevlar [Kevlar 49] 70300 0,35 1,44 420 60 

Material 

de la 

matriz 

Epóxica 4500 0,4 1,2 130 - 

Poliéster 2900 0,38 1,2 80 - 

Poliamida 4000 0,35 1,4 70 - 
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Cabe resaltar que el código computacional de este módulo es mostrado en el Anexo 

1 entre las líneas 2 y 156, mientras que la correspondiente descripción del funcionamiento 

de la interfaz gráfica para el diseño de la lámina se encuentra en entre los numerales 2 y 7 

del Anexo 2. 

 Dado que los tejidos planos de fibras de carbono, kevlar o vidrio son realizados 

por la intersección perpendicular de fibras unidireccionales; en caso de no contar con las 

propiedades del tejido es posible aproximar su comportamiento en el plano x – y propuesto 

en la Figura 13, a partir de la superposición de las fibras a 0° y 90° (Gay, Hoa, & Tsai, 

2003).  

Para ello debe ser ejecutada la regla de las mexclas con el fin de determinar los 

módulos de elasticidad longitudinal y transversal, la relación de Poisson y el módulo 

cortante de una lámina con fibras unidireccionales a 0°, para que posteriormente sean 

corregidas por el factor de relacion entre las fibras a 0° y 90°. 

Esta regla parte de la selección de las propiedades mecánicas de la fibra y la matriz, 

que en este caso son las seleccionadas por el usuario como se observa de la línea 3 a la 42 

del Anexo 1 y en el numeral 2 del Anexo 2; y de los valores asignados por el usuario para 

la fracción volumétrica de la fibra y el espesor de la lámina, para posteriormente calcular 

la fracción volumétrica de la matriz y las densidades de la fibra y la matriz, por medio de 

las ecuaciones (6) y (7). 

𝑉𝑚 = 1 − 𝑉𝑓 (6) 

𝜌𝑓 = 𝜌𝑟𝑓
∗ 1000           ;          𝜌𝑚 = 𝜌𝑟𝑚

∗ 1000 (7) 
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Por medio de la ecuación (8) se calcula la densidad de la lámina, en función de las 

fracciones volumétricas definidas anteriormente, para determinar las fracciones másicas de 

la fibra y la matriz de acuerdo con la ecuación (9). Estas propiedades son ejecutadas desde 

la línea 43 y 81 del Anexo 1 y son mostradas en el panel de propiedades mecánicas, 

representado con el numeral 4 del anexo 2. 

𝜌𝐿 = (𝜌𝑓 𝑉𝑓) + (𝜌𝑚 𝑉𝑚) (8) 

𝑀𝑓 =
𝜌𝑓

𝜌𝐿
 𝑉𝑓               ;              𝑀𝑚 =

𝜌𝑚

𝜌𝐿
 𝑉𝑚 (9) 

Posteriormente, se realiza el cálculo de las propiedades mecánicas de la lámina, 

partiendo de las ecuaciones (10) y (11), en las cuales se obtienen los valores de los módulos 

de Young longitudinal y transversal, dependientes de la fracción volumétrica y de las 

propiedades de la Tabla 1. 

𝐸1𝐿 = (𝐸1𝑓
∗ 𝑉𝑓) + (𝐸1𝑚 ∗ 𝑉𝑚)  (10) 

𝐸2𝐿 = 𝐸1𝑚

[
 
 
 
 

1

(1 − 𝑉𝑓) +
𝐸1𝑚

𝐸1𝑓
 𝑉𝑓

]
 
 
 
 

 (11) 

Adicionalmente, se determina la relación de Poisson longitudinal, cuya relación con 

la fracción volumétrica de la fibra y la matriz se encuentra descrita en la ecuación (12). 

𝜐12𝐿 = 𝜐12𝑓  𝑉𝑓 + 𝜐12𝑚 𝑉𝑚 (12) 

Una vez se determine la relación de Poisson longitudinal, se calcula el módulo 

cortante de la fibra y la matriz, en función de sus correspondientes módulos de Young 

longitudinales y sus relaciones de Poisson, como se muestra en la ecuación (13) y, 
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partiendo de dichos valores, se encuentra el módulo cortante de la lámina por medio de la 

ecuación (14). 

𝐺12𝑓 =
𝐸1𝑓

2 (1 + 𝜐12𝑓  )
              ;           𝐺12𝑚 =

𝐸1𝑚

2 (1 + 𝜐12𝑚 )
 (13) 

𝐺12𝐿 = 𝐺12𝑚

[
 
 
 
 

1

(1 − 𝑉𝑓) +
𝐺12𝑚
𝐺12𝑓

 𝑉𝑓
]
 
 
 
 

  

 

 

(14) 

Cabe resaltar que de la ecuación (10) a la (14) se plantea la predicción del 

comportamiento de una lámina unidireccional, por lo que es necesario recalcular dichas 

propiedades teniendo en cuenta que, como se mencionó en la sección 1.5.2., el tipo de 

fibras que serán tenidas en cuenta por ARCUM son netamente bidireccionales. Este 

recálculo del modelo micromecánico para los tejidos planos se encuentra definido por un 

factor k que, como se observa en la ecuación (15), relaciona la cantidad de hilos por metro 

en la dirección horizontal, con respecto a la vertical, al encontrarse entrelazados y 

orientados de manera perpendicular. 

𝑘 =
# 𝐻𝑖𝑙𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙

# 𝐻𝑖𝑙𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 + # 𝐻𝑖𝑙𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙
= 0,5 (15) 

Con el fin de generalizar dicho análisis, se parte de la consideración de un tejido 

balanceado, es decir, cuyo factor 𝑘 equivale a 0,5 al poseer la misma cantidad de hilos en 

ambas direcciones (Gay, Hoa, & Tsai, 2003). Teniendo en cuenta la anterior apreciación, 

se procede a computar el módulo de Young longitudinal, que a su vez será igual al 

transversal, a partir de los mismos conceptos ya calculados para una lámina unidireccional 
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como se muestra en la ecuación (16), con las modificaciones proporcionadas por el factor 

k. 

𝐸1𝐿 = 𝐸2𝐿 = (𝑘 𝐸1𝐿
) + ((1 − 𝐾)𝐸2𝐿) (12) 

De igual manera, a partir de la ecuación (16), se computan los valores mayor y 

menor de la relación de Poisson, valor que representan la relación entre el esfuerzo 

longitudinal contra la deformación transversal. Debido a que el tipo de fibra en cuestión es 

bidireccional, el comportamiento en ambas direcciones es igual, como se observa en la 

ecuación (17). Adicionalmente se destaca que el módulo cortante es el único valor que no 

debe ser adecuado a dicha consideración. 

𝜐12𝐿 = 𝜐21𝐿 =
𝜐12𝐿

(𝑘 + ((1 − 𝑘)
𝐸1𝐿

𝐸2𝐿
))

 

(17) 

Al finalizar el cálculo de estos parámetros se procede a mostrar en el panel de 

lámina sin orientación, identificado con el numeral 5 en el Anexo 2, los módulos de Young 

longitudinal y transversal recalculados, la densidad de la lámina calculada previamente y 

las relaciones de Poisson mayor y menor; ya que son estas propiedades mecánicas las 

correspondientes a una lámina ubicada a 0 o 90 grados con respecto al eje x, es decir en la 

dirección longitudinal del sistema de referencia de la Figura 12 en la sección 2.1.1. 

Por otro lado, el análisis macromecánico de la lámina parte de los resultados de la 

sección anterior, implementando la forma generalizada de la ley de Hooke para una lámina 

cuyas fibras se encuentran orientadas un ángulo 𝜃 del eje longitudinal (Kaw, 2006).  

Este tipo de análisis es aplicable tanto para láminas unidireccionales como 

bidireccionales, donde las propiedades mecánicas se encuentran en función de 𝜃, cuyo 
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código computacional se define entre la línea 104 y la 136 del Anexo 1, serán descritas a 

continuación. En primer lugar, se deben tener en cuenta los términos de la matriz de 

transformación con la que predice el comportamiento en determinado ángulo a partir de 

dos funciones básicas trigonométricas como se observa en la ecuación (18). 

𝑠 = 𝑠𝑒𝑛(𝜃)             ;            𝑐 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃) (18) 

Considerando las relaciones anteriores, se plantea la ecuación (19), que define el 

módulo de elasticidad como una función dependiente de las propiedades de la lámina sin 

orientación alguna. 

𝐸𝑥𝑥 =
1

1
𝐸1𝐿

𝑐4 + (
1

𝐺12𝐿
−

2 𝜐12𝐿
 

𝐸1𝐿
) 𝑠2𝑐2 +

1
𝐸2𝐿

𝑠4

 
(19) 

La función anterior en una lámina bidireccional posee un comportamiento como el 

mostrado en la Figura 19, proporcionando el mayor módulo de elasticidad a cero y noventa 

grados de orientación debido a que las fibras se encuentran perpendiculares entre ellas. 

 

Figura 19 Variación del módulo longitudinal y transversal en función del ángulo de orientación de las fibras 



55 

 

 

Asimismo, la relación de Poisson se encuentra definida en la ecuación (20) y su 

comportamiento se muestra en la Figura 20, notándose una curva inversa a la del módulo 

de Young, y siendo mínima cuando las fibras están orientadas cero y noventa grados. 

𝜐𝑥𝑦 = 𝐸𝑥𝑥 [
𝜐12𝐿

𝐸1𝐿

(𝑠4 + 𝑐4) − (
1

𝐸1𝐿

+
1

𝐸2𝐿

−
1

𝐺12𝐿

) 𝑠2𝑐2] (20) 

 

Figura 20 Variación de la relación de Poisson mayor y menor en función del ángulo de orientación de las 

fibras 

Por último, el comportamiento del módulo cortante en función del ángulo de 

orientación de las fibras definido en la ecuación (21) se muestra en la Figura 21, en la cual 

se evidencia una variación similar al parámetro anterior, localizándose el valor mínimo en 

cero y noventa grados. 

𝐺𝑥𝑦 =
1

2 (
2

𝐸1𝐿
+

2
𝐸2𝐿

+
4 𝜐12𝐿

𝐸1𝐿
+

1
𝐺12𝐿

) 𝑠2𝑐2 +
1

𝐺12𝐿

(𝑠4 + 𝑐4)
 

(21) 
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Figura 21 Variación del módulo cortante en función del ángulo de orientación de las fibras 

Cabe resaltar que de acuerdo con la Figura 19, la Figura 20y la Figura 21, las 

propiedades mecánicas de una lámina de fibras bidireccionales poseen el menor 

rendimiento cuando éstas se encuentran orientadas a 45° con respecto al eje longitudinal 

de referencia. 

Una vez realizado el cálculo de las variaciones de dichos parámetros, éstas gráficas 

son mostradas en el panel de variación, identificado con numeral 6 del Anexo 2, para 

permitir la visualización de posibilidades de acuerdo con la aplicación de la lámina y, al 

obtener la entrada del ángulo deseado de la ésta, se muestran los valores correspondientes 

en el panel de lámina final identificado el numeral 7 del Anexo 2. 

b) Diseño de laminado. 

Como se mencionó en la sección 4.1.1 y, como se puede observar en la Figura 17, 

el diseño del laminado se puede llevar a cabo de dos maneras distintas: a partir de los datos 

del módulo anterior, es decir el diseño de la lámina por medio de ARCUM (caso 2 y 3) o 
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ingresando los valores ya existentes de una lámina bidireccional a partir de los cuales se 

quiera realizar el laminado (casos 4 y 5). 

En la presente sección se expondrá el modelo matemático utilizado para el diseño 

de un laminado, independientemente de la forma de obtención de las constantes de 

ingeniería de la lámina ni el valor de su espesor, cuyo código computacional se encuentra 

comprendido entre las líneas 157 y 326 del Anexo 1.  

Cabe resaltar que, como se mencionó en la sección 1.5.2, el análisis realizado para 

la configuración de laminado es de tipo macromecánico, sin realizar predicciones del 

comportamiento interno del laminado. Adicional a las propiedades mecánicas de la lámina 

que será utilizada para diseñar el laminado, se requiere el número de placas que formarán 

al mismo y su correspondiente ángulo de orientación, siendo entradas adicionales para 

permitir la variación de resultados.  

En primer lugar, se ingresa el número de láminas, para posteriormente permitir 

determinar por parte del usuario el mismo número de entradas de ángulos de orientación, 

por medio del panel de configuración de las capas, como se observa en los numerales 8 y 

9 del Anexo 2 y, así calcular y mostrar, tanto las propiedades de cada una de las láminas 

en el panel de propiedades de las capas, como las propiedades mecánicas del laminado 

final en el panel de propiedades del laminado identificados con los numerales 11 y 12 del 

Anexo 2, respectivamente. 

Por medio de la ecuación (22), se calcula el espesor total del laminado, el cual 

depende del número de láminas, del espesor de cada una de ellas y el espesor del plano 

medio que equivale a un medio del espesor total. A continuación, ARCUM realiza un 
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proceso cíclico, comprendido entre las líneas 226 y 229 del Anexo 1, para determinar el 

valor del espesor para cada capa del laminado.  

𝑡𝑇𝐿  = 𝑡𝐿 𝑁𝑇𝐿             ;              𝑡1
2⁄
=

𝑡𝑇𝐿

2
  (22) 

En la Figura 22 se destaca que la primera capa o lámina es aquella que se encuentra 

en la cara inferior del laminado y, la última, en la cara superior del mismo; sin embargo, 

para hallar el espesor de cada capa, se toma como eje de referencia el plano medio, 

contando con espesores positivos para las láminas que se encuentren por encima y 

negativos para los que se encuentren por debajo de éste; para ello se recurre a la diferencia 

planteada en la ecuación (23), evaluada para cada número de lámina y ordenada de menor 

a mayor para obtener el vector de espesores. 

𝑡𝑎 = 𝑡1
2
− 𝑡𝑇𝐿 |1

𝑁𝑇𝐿  (23) 

Por otro lado, la ecuación (24) , plantea la creación de la matriz de conformidad 

𝑆𝑖𝑗 de una lámina, a partir de sus propiedades mecánicas. 

Dicha matriz describe las relaciones de esfuerzo-deformación de determinado 

material en dos dimensiones y, además, su inversa equivale a la matriz de rigidez reducida 

𝑄𝑖𝑗, la cual es necesaria para determinar el valor de las propiedades mecánicas del laminado 

final, es decir los módulos de Young longitudinal y transversal, el módulo cortante y la 

relación de Poisson (Kaw, 2006). 
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𝑆𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 
 

1

𝐸1𝐿

−𝜐12𝐿

𝐸1𝐿

0

−𝜐12𝐿

𝐸1𝐿

1

𝐸2𝐿

0

0 0 𝐺12𝐿]
 
 
 
 
 

           ;           𝑄𝑖𝑗 = [𝑆]−1     
(24) 

 

Figura 22 Esquema de referencia de un laminado 

Después de crear la matriz anterior, se determina el valor de las propiedades 

mecánicas para cada lámina al ángulo ingresado correspondiente a la posición del laminado 

definida por el usuario, a partir de las ecuaciones (19), (20) y (21), para luego ser 

almacenadas en vectores y mostradas en la interfaz, específicamente en el numeral 11 del 

Anexo 2.  

Posteriormente, se constituye la matriz 𝑄𝑖𝑗
̅̅ ̅̅  a partir de coeficientes que dependen de 

la matriz 𝑄𝑖𝑗 y los factores de transformación en función del ángulo de orientación de las 

fibras: 𝑐 y 𝑠, de manera que, como lo expone el conjunto de ecuaciones ( y se muestra de 
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la línea 270 a la 288 del anexo 1; la creación de esta matriz debe realizarse para cada una 

de las capas que componen el laminado de acuerdo con el ángulo respectivo ingresado, el 

cual también es graficado por ARCUM en el panel de vista previa del laminado 

identificado con el numeral 12 del Anexo 2. 

𝑄𝑖𝑗
̅̅ ̅̅ =  [

𝑄11
̅̅ ̅̅̅ 𝑄12

̅̅ ̅̅̅ 𝑄16
̅̅ ̅̅̅

𝑄12
̅̅ ̅̅̅ 𝑄𝑖𝑗

̅̅ ̅̅ 𝑄26
̅̅ ̅̅ ̅

𝑄16
̅̅ ̅̅̅ 𝑄36

̅̅ ̅̅ ̅ 𝑄66
̅̅ ̅̅ ̅

]    

𝑄11
̅̅ ̅̅̅ = 𝑄11𝑐

4 + 𝑄22𝑠
4 + 2(𝑄12 + 2 𝑄66) 𝑠

2𝑐2 

𝑄12
̅̅ ̅̅̅ = (𝑄11 + 𝑄22 − 4𝑄66) 𝑠

2𝑐2 + 𝑄12( 𝑐
4 + 𝑠2) 

𝑄22
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑄11𝑠

4 + 𝑄22𝑐
4 + 2(𝑄12 + 2 𝑄66) 𝑠

2𝑐2 

𝑄16
̅̅ ̅̅̅ = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66) 𝑐

3𝑠 − (𝑄22 − 𝑄12 − 2𝑄66) 𝑠
3𝑐 

𝑄26
̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑐 𝑠

3 − (𝑄22 − 𝑄12 − 2𝑄66) 𝑐
3𝑠 

𝑄66
̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑄11 + 𝑄22 − 2𝑄12 − 2𝑄66) 𝑠

2𝑐2 + 𝑄66( 𝑐
4 + 𝑠2) 

(25) 

Posteriormente, y como lo muestra la ecuación (26), se conforma la matriz de 

rigidez plana, la cual relaciona las fuerzas resultantes presentes en el plano y las 

deformaciones en el mismo y, en función de dicha matriz, se definen las propiedades 

mecánicas del laminado, obteniendo las constantes de ingeniería.  

𝐴𝑖𝑗 = ∑[𝑄𝑖𝑗
̅̅ ̅̅ ]

𝑎
(𝑡𝑎 − 𝑡𝑎−1)

𝑁𝑇𝐿

𝑎=1

 
(26) 

La expresión anterior refleja el proceso repetitivo de la multiplicación de la matriz 

𝑄𝑖𝑗
̅̅ ̅̅  de cada lámina a determinado ángulo, por la deferencia entre el espesor de la lámina 𝑎, 

que es la lámina en cuestión, y la anterior; siendo 𝑎 la variable que cambia en orden 
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ascendente desde la primera lámina hasta el número máximo de capas ingresadas por el 

usuario. 

 Finalmente, 𝑡 hace referencia al espesor de las láminas que se encuentren incluidas 

en el proceso cíclico. Por último, los módulos de Young longitudinal y transversal, la 

relación mayor de Poisson y el módulo cortante, son hallados a partir del conjunto de 

ecuaciones (27), relacionando los coeficientes de la inversa de la matriz 𝐴∗
𝑖𝑗 y el espesor 

total del laminado. 

𝐴∗
𝑖𝑗 = [𝐴]−1 

𝐸1𝐿𝑎 =
1

𝑡𝑇𝐿 𝐴
∗
11

     ;     𝐸2𝐿𝑎 =
1

𝑡𝑇𝐿 𝐴
∗
22

     ;     𝜐12𝐿𝑎 = −
𝐴∗

12

𝐴∗
11

     ;     𝐺12𝐿𝑎 =
1

𝐴∗
66

 (27) 

▪ Módulo de modelado de la placa. 

De manera similar al módulo de diseño del laminado, el modelado de la placa puede 

ser desarrollado a partir del cálculo de las propiedades mecánicas realizado por ARCUM 

o el ingreso de estas directamente por el usuario.   

En esta sección será descrito el modelo matemático utilizado por el módulo de 

modelado de la placa, cuyo algoritmo es mostrado en la Figura 23, en donde se representa 

la secuencia que maneja ARCUM, desde el diseño del compuesto realizado de acuerdo con 

el caso, hasta la asignación del valor y tipo de carga transversal a la cual es sometida. 
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Figura 23 Diagrama de flujo para el módulo de modelado de la placa ejecutado por ARCUM 

En primer lugar, son asignadas las dimensiones A y B, siendo el ancho y largo de 

la placa respectivamente, como se observa en el numeral 14 del Anexo 2 y, si se trata de 

los casos 3, 5 o 6 que implican el diseño de una estructura tipo sándwich, es ingresado el 

espesor del núcleo desde el plano medio, debido a que esta configuración posee las mismas 

características en espesor y propiedades mecánicas de las pieles y, por ende, posee una 

simetría sobre este plano. 

Posteriormente y partiendo del conocimiento de las propiedades mecánicas del 

compuesto que desea evaluarse, de las dimensiones proporcionadas por el usuario a la 

aplicación y teniendo en cuenta que el método de diferencias finitas es dependiente del 

número de nodos de la malla, y ésta a su vez, dependiente del número de divisiones laterales 

que sean definidas, se conciben tres tipos enmallado de la placa localizados en el numeral 

15 del Anexo 2, los cuales corresponden a 8, 10 y 12 divisiones uniformes a cada lado de 

la placa de dimensiones Dx y Dy. 
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Figura 24 Esquemas de las mallas disponibles en ARCUM. a) Fina b) Media c) Gruesa 

Se debe tener en cuenta que estos valores surgen a partir del número de divisiones 

utilizadas por los diversos autores consultados, encontrándose, lateralmente, un número de 

elementos desde 6 hasta 20; sin embargo esta misma bibliografía confirma la aproximación 

a la solución con una malla de aproximadamente 10 x 10 elementos, por lo que se optó por 

adicionar o sustraer dos elementos para afinar o engrosar la malla, respectivamente (Ezeh, 

Ibearugbulem, & Onyechere, 2013), como se observa en la Figura 24. 

Una vez sea seleccionado el tipo de malla, se calcula el número de nodos laterales 

con los que cuenta la placa y los espaciamientos horizontales y verticales, que definen el 

tamaño de cada uno de los elementos de la malla, los cuales están compuestos por cuatro 
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nodos, uno en cada esquina del elemento, y pueden ser hallados a partir del conjunto de 

ecuaciones (28). 

𝛱 = ϸ + 1       ;       ∆𝑥 =
𝐴

ϸ
       ;       ∆𝑦 =

𝐵

ϸ
 

(28) 

Posteriormente es mostrado el espesor total de la placa, el cual varía de acuerdo con 

el caso de diseño, es decir la configuración final que esta posea al momento de realizar el 

análisis. La expresión aplicable para cada caso de diseño se encuentra descrita en el 

conjunto de ecuaciones (29) de la Tabla 2.  Adicionalmente se calcula la rigidez a la flexión 

de la placa a partir de los espesores definidos para cada caso de diseño de acuerdo con el 

conjunto de ecuaciones (30) 

Tabla 2 Variación de expresiones matemáticas de acuerdo con el formato aplicable para cada caso 

Variable Caso 1 Caso 2 y 4 Caso 3, 5 y 6 
Conjunto de 

ecuaciones 

 𝒕𝑷𝑪 𝑡𝑃𝐶 = 𝑡𝐿 𝑡𝑃𝐶 = 𝑡𝑇𝐿 𝑡𝑃𝐶 = 𝑡𝑇𝐿 + 𝑡𝑁𝑆 (29) 

𝑫  
𝐸1𝐿𝑂𝑟 𝑡𝑃𝐶

3

12 (1 − 𝜐12𝐿𝑂𝑟

2)
 

𝐸1𝐿𝑎𝑡𝑃𝐶
3

12(1 − 𝜐12𝐿𝑎
2)

 
𝐸1𝐿𝑎𝑡𝑃𝐶  ℎ3

2(1 − 𝜐12𝐿𝑎𝜐21𝐿𝑎)
 (30) 

𝒉 - ℎ = 𝑡𝑁𝑆 + 𝑡𝑇𝐿 (31) 

   
 

Este factor es definido en general como se muestra en la ecuación (30) para los 

casos 1, 2 y 4 (Peery & Azar, 1982),  partiendo de la expresión matemática proporcionada 

por la teoría de placas; sin embargo para los casos de diseño 3, 5 y 6, cuyo análisis de 

deformación incluye la configuración de una placa tipo sándwich, se adapta la ecuación 

considerando las mismas propiedades mecánicas de la piel inferior y superior y sus 

espesores, propiedades que son iguales de acuerdo a la sección 1.5.2., como del núcleo 

como lo muestra el coeficiente ℎ de la ecuación (31) (Loughlan, 2004). 
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Esta última suposición surge debido a la diferencia, entre módulos de elasticidad 

de la piel y el núcleo, que, al haberse definido el núcleo como espuma de poliuretano, 

permite asumir que la estructura tipo sándwich posee las mismas propiedades mecánicas, 

al ser de mínimo un orden de magnitud menor, como se ve en la ecuación (32) 

(Gryzagoridis, Oliver, & Findeis, 2015). 

𝐸1𝑁 ≪ 𝐸1𝐿𝑎          ;            
𝐸1𝑁

𝐸1𝐿𝑎

> 10−1   
(32) 

Una vez sea calculada la rigidez a la flexión, se calculan los coeficientes utilizados 

por el método de diferencias finitas, dados por la ecuación (33), para obtener la expresión 

generalizada de cada nodo a partir de la relación de aspecto de uno de los elementos de la 

malla y conformar el sistema de ecuaciones (Szilard, 2004). 

𝛼 =
∆𝑥2

∆𝑦2
 

    𝐹1 = 6 + 8𝛼 + 6𝛼2  ;   𝐹2 = 4𝛼(𝛼 + 1)   ;   

𝐹3 = 4(𝛼 + 1)   ;   𝐹4 = 2𝛼   ;   𝐹5 = 𝛼2 

(33) 

Por otro lado, después de generar y graficar la malla en el panel de vista previa de 

la malla, que se encuentra identificado con el numeral 16 del Anexo 2, se define el tipo de 

carga normal aplicada sobre la placa, seleccionándose entre una carga puntual y una 

distribuida y su valor ya sea en Newtons o Pascales, como se ve en el numeral 17 del Anexo 

2. Al ser elegido el tipo de carga, ARCUM habilita por medio de una lista el panel 

correspondiente para ingresar, en el primer caso, el nodo en el que se encuentra aplicada la 

carga, o, en el segundo caso, la zona en la que se encuentra la misma, correspondiendo a 

los numerales 18 y 19 del Anexo 2, respectivamente. 
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Partiendo de la ecuación (34)¡Error! No se encuentra el origen de la referencia., 

que describe la constante de la ecuación diferencial en la teoría de placas, se determina el 

vector de fuerza 𝐹𝑖𝑗  la cual, dependiendo del tipo de carga seleccionado, variará sus 

coeficientes en los nodos en los que la fuerza sea aplicada.  

Dado que las condiciones de frontera estipuladas en la sección 1.5.2. restringen el 

desplazamiento de los bordes de la placa, las constantes del vector 𝐹𝑖𝑗 para los nodos 

localizados en estas zonas serán iguales a cero; mientras que los nodos incluidos en la zona 

puntual o en el paralelogramo definido para la carga distribuida, contarán con el valor de 

𝑃̅ en el vector mencionado.  

𝑃̅ =

𝐹
∆𝑥 ∆𝑦3

𝐷
 

 

(34) 

El numeral 18 del Anexo 2 señala el panel de selección de nodo puntual el cual, al 

ser seleccionado, proporciona las coordenadas de este con respecto a placa.  

De igual manera, el numeral 19 del mismo Anexo señala el panel para el ingreso 

de cuatro nodos que describen la zona en la que se aplicará uniformemente la carga, donde 

se debe ingresar los nodos como se muestra en la Figura 25 y, al proporcionar dicha 

información, ARCUM mostrará las coordenadas de estos cuatro nodos. Este proceso puede 

localizarse de la línea 538 a la 645 del ANEXO 1. 
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Figura 25 Secuencia para el ingreso de los nodos que describen la zona de carga distribuida 

▪ Módulo de diseño de solución. 

En la Figura 26, se expone el algoritmo del módulo de resultados, en donde se 

representa la secuencia que maneja ARCUM, incluyendo los resultados gráficos y 

numéricos; entre los cuales se encuentran: 

▪ Las gráficas de deformación de la placa en tres dimensiones. 

▪ La gráfica del esfuerzo contra deformación en los módulos de lámina y 

laminado. 

▪ La gráfica de la convergencia del modelo iterativo a partir del que se obtiene la 

solución. 

Cada una de estas en una pestaña del panel de gráficos que es identificado con el 

numeral 24 del Anexo 2.  
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Figura 26 Diagrama de flujo para el módulo de resultados ejecutado por ARCUM 

Por otro lado, los resultados numéricos correspondientes al nodo de máxima 

deformación, incluyendo además la deflexión, coordenadas, momentos y esfuerzos se 

encuentran representados por los numerales 22, 23, 24 y 25 del Anexo 2 respectivamente; 

adicionalmente se muestra el número y tiempo de las iteraciones que fueron requeridas 

para determinar la deformación de cada nodo, en el panel de iteraciones señalado por el 

numeral de 27 del mismo Anexo.  

Por último, en el panel de deformación por nodo, representado por el numeral 26 el 

Anexo 1, se genera una tabla que proporciona la información referente a las coordenadas, 

número de nodo y deflexión de cada uno de los nodos existentes en la malla; mientras que 

en numeral 28 de este Anexo se indica si el material falla o no y muestra el mínimo espesor 

que requiere la placa para soportar la carga aplicada. 

a) 
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b) 

 

Figura 27 Estructura para la evaluación de coeficientes por nodo 

Teniendo en cuenta los coeficientes 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹4 𝑦 𝐹5, determinados en la 

anterior sección, se definen las variables de la matriz de deformación 𝑊𝑖𝑗, donde 𝑖 𝑦 𝑗 

equivalen al número de nodos existentes en la placa; posteriormente se da inicio a la 

ejecución de la estructura lógica del método de diferencias finitas, por medio de la creación 

de las ecuaciones que conformarán la matriz 𝐾𝑖𝑗, teniendo en cuenta la estructura de la 

Figura 27 que relaciona dichas constantes previamente halladas de acuerdo con la posición 

del nodo que se esté evaluando. El numeral a) especifica el cálculo de la ecuación (33) que 

debe ser utilizado de acuerdo a la posición en la matriz, teniendo en cuenta que el recuadro 

central representa el nodo (𝑖, 𝑗) y, de acuerdo al numeral b), la variación de la posición 

verticalmente afecta a las filas, negativamente hacia arriba y positivamente hacia abajo, 
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mientras que la variación horizontal afecta a las columnas, negativamente hacia la 

izquierda y positivamente hacia la derecha (Dolicanin, Nikolic, & Dolicanin, 2010). 

La Figura 28 muestra la disposición de los nodos en una placa de 𝛱𝑥𝛱, en donde 

el tamaño real de la placa se encuentra simbolizado y delimitado por los nodos de color 

rojo denominados bordes externos, los cuales al estar empotrados no poseen 

desplazamiento transversal y ni giros, es decir 𝑊𝑖,𝑗 = 0. Adicionalmente, los nodos fuera 

del contorno de la malla, denominados nodos ficticios, deben ser incluidos en los cálculos 

para resolver el modelo, por tal motivo la ecuación debe ser continua, proyectándose en los 

nodos ficticios correspondiendo a la misma magnitud pero en diferente sentido 𝑊𝑖,𝑗 =

−𝑊𝑖−1,𝑗, es decir los nodos azules y naranjas con signo negativo (Peery & Azar, 1982).  

Por lo anterior, la ecuación (35) generaliza la estructura de la Figura 27 (Dolicanin, 

Nikolic, & Dolicanin, 2010), la cual puede ser aplicada a los nodos de color verde de la 

Figura 28, denominados nodos internos; sin embargo debe ser modificada para las demás 

posiciones debido a que la deformación de los bordes y esquinas internas, identificados por 

el color azul y naranja con signo positivo, respectivamente.  

𝐹1 𝑊(𝑖,𝑗) − 𝐹2(𝑊𝑖−1,𝑗 + 𝑊𝑖+1,𝑗) − 𝐹3(𝑊𝑖,𝑗+1 + 𝑊𝑖,𝑗−1) + 𝐹4(𝑊𝑖−1,𝑗+1 + 𝑊𝑖+1,𝑗+1 +

𝑊𝑖+1,𝑗−1 + 𝑊𝑖−1,𝑗−1) + 𝐹5(𝑊𝑖−2,𝑗 + 𝑊𝑖+2,𝑗) + 𝑊𝑖,𝑗−2 + 𝑊𝑖,𝑗+1 = 𝐹𝑖,𝑗  (35) 
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Figura 28 Condiciones de los nodos de acuerdo con su posición en la placa 

En el Anexo 1, de la línea 658 a la 705, pueden observarse las expresiones de cada 

posición mostrados en la Tabla 3, donde el conjunto de ecuaciones (36) especifica los 

valores a reemplazar para cada una de las esquinas internas; mientras que el conjunto de 

ecuaciones (37) define los cambios para cada uno de los bordes internos.  

Cabe resaltar que el código comprendido en las líneas mencionadas anteriormente 

plantea las expresiones previamente descritas como condicionales que, al estar dentro de 

un bucle, se evalúan de 1 𝑎 𝛱 en 𝑖 𝑦 𝑗, ejecutando el que cumpla con las condiciones 

estipuladas. 

Tabla 3 Modificaciones de la ecuación general de diferencias finitas de acuerdo con la posición del nodo 

Localización Modificación 
Conjunto de 

ecuaciones 

Esquinas 

internas 

Superior izquierda 𝑊𝑖−2,𝑗 = 𝑊𝑖,𝑗−2 = −𝑊𝑖,𝑗 
(36) 

Superior derecha 𝑊𝑖−2,𝑗 = 𝑊𝑖,𝑗+2 = −𝑊𝑖,𝑗 
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Localización Modificación 
Conjunto de 

ecuaciones 

Inferior izquierda 𝑊𝑖+2,𝑗 = 𝑊𝑖,𝑗−2 = −𝑊𝑖,𝑗 

Inferior derecha 𝑊𝑖+2,𝑗 = 𝑊𝑖,𝑗+2 = −𝑊𝑖,𝑗 

Bordes 

internos 

Superior 𝑊𝑖−2,𝑗 = −𝑊𝑖,𝑗  

(37) 
Inferior 𝑊𝑖+2,𝑗 = −𝑊𝑖,𝑗  

Izquierdo 𝑊𝑖,𝑗−2 = −𝑊𝑖,𝑗  

Derecho 𝑊𝑖,𝑗+2 = −𝑊𝑖,𝑗  

Posteriormente, se utiliza el método de Gauss Seidel, descrito en la sección 2.1.3. 

y contenido entre las líneas 707 y 745 del Anexo 1; partiendo de un valor permisible de 

error en la solución de Ω = 10−5, de la matriz 𝐾𝑖𝑗 de coeficientes y el vector 𝐹𝑖𝑗 de fuerza. 

 

Figura 29 Gráfica de convergencia de la solución, graficada en el módulo de resultados. 

Al finalizar el proceso iterativo, se grafica el número de iteraciones con respecto al 

error obtenido en la solución generando una gráfica con un comportamiento similar a la  

Figura 29, donde el valor absoluto del error entre la solución anterior y la actual va 
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disminuyendo a medida que aumenta el número de iteraciones, es decir la gráfica de 

convergencia. 

Una vez generado el vector de deformación, se procede a graficar en tres 

dimensiones el estado final de la placa, utilizando la escala de color “Jet colormap” de 

MATLAB donde los valores máximos de deflexión son representados en color rojo y los 

mínimos en color azul, como se muestra en la Figura 30 y donde las unidades equivalen a 

metros.  

 

Figura 30 Gráfica en tres dimensiones de la deformación de la placa evaluada. ARCUM 
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Posteriormente se determina el nodo en el que se presentó la mayor deflexión ya 

que, al ser el punto crítico de la placa, es necesario conocer los momentos flectores y el 

esfuerzo máximo existente; para ello se utiliza el conjunto de ecuaciones (38) a partir del 

cual se halla el momento en x, en y y en xy (Barton, 1948). 

𝑀𝑥 = −𝐷 [
𝑊(𝑖,𝑗+1) − (2 𝑊(𝑖,𝑗)) + 𝑊(𝑖,𝑗−1)

Δ𝑥2
+ 𝜐12

𝑊(𝑖+1,𝑗) − (2 𝑊(𝑖,𝑗)) + 𝑊(𝑖−1,)

Δ𝑦2
] 

𝑀𝑦 = −𝐷 [𝜐12

𝑊(𝑖,𝑗+1) − (2 𝑊(𝑖,𝑗)) + 𝑊(𝑖,𝑗−1)

Δ𝑥2
+

𝑊(𝑖+1,𝑗) − (2 𝑊(𝑖,𝑗)) + 𝑊(𝑖−1,)

Δ𝑦2
] 

𝑀𝑥𝑦 =
𝐷(1 − 𝜐12)

4Δx Δy 
[𝑊(𝑖+1,𝑗+1) + 𝑊(𝑖−1,𝑗+1) + 𝑊(𝑖+1,𝑗−1) + 𝑊(𝑖−1,𝑗−1)] 

(38) 

Contando con los valores calculados  a partir del conjunto de ecuaciones (38), se 

determina el momento máximo por medio de la ecuación (39), el cual permitirá conocer el 

esfuerzo máximo descrito por la ecuación (40) (Barton, 1948). 

𝑀𝑚𝑎𝑥 =
1

2
(𝑀𝑥 + 𝑀𝑦) + √[

1

2
(𝑀𝑥 − 𝑀𝑦)]

2

+ 𝑀𝑥𝑦
2 (39) 

𝜎𝑚𝑎𝑥 =
6𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑡𝑐𝑝
2  (40) 

Este esfuerzo calculado será comparado con el esfuerzo último del material, ya sea 

ingresado o computado por medio del conjunto de ecuaciones (41) de la Tabla 4, que aplica 

para los casos 1, 2 y 3, para así determinar si la carga normal aplicada produce un fallo en 

el material de la placa (Gay, Hoa, & Tsai, 2003). 
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Tabla 4 Conjunto de ecuaciones para la determinación del esfuerzo último de láminas y laminados 

Configuración 

del compuesto 
Expresión 

Conjunto de 

ecuaciones 

Lámina 
 𝜎𝐿 = 𝜎𝑓 (𝑉𝑓 + ((1 − 𝑉𝑓)

𝐸1𝑚

𝐸1𝑓

)) ;   𝜎𝐿90
= 0.74 𝜎𝐿   ;   𝜎𝑃 =

𝜎𝐿+𝜎𝐿90

2
   

(41) 

Laminado y  

sándwich 𝜎𝜃 = (
𝜎𝐿+𝜎𝐿90

2
)+

𝜎𝐿−𝜎𝐿90

2
𝑐𝑜𝑠4𝜃    ;      𝜎𝑃 =

∑ 𝜎𝜃
𝑁𝑇𝐿
𝑎=1

𝑁𝑇𝐿
 

   

Posteriormente se gráfica la curva de esfuerzo contra deformación de la placa como 

la mostrada en la Figura 31, la cual se presenta como un ejemplo del comportamiento de 

gráficas de este tipo, teniendo en cuenta el módulo de elasticidad del material E1, el 

esfuerzo último σmax y la deformación última del mismo εmax (Jones, 1999).  

 

Figura 31 Gráfica de esfuerzo contra deformación graficada en el módulo de resultados. 

Adicionalmente, es calculado el espesor mínimo que requiere la placa para soportar 

la carga (Hollman, 1983), como se describe en el conjunto de ecuaciones (42) de la Tabla 

5, variando de acuerdo con la configuración del material compuesto en cuestión, ya sea 
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lámina, laminado o sándwich, destacando para este último que la densidad del núcleo es 

de 70
𝑘𝑔

𝑚3⁄  debido a que se trata de espuma de poliuretano (ARTLUX EUROPA, 2018). 

Tabla 5 Conjunto de ecuaciones para la determinación del espesor mínimo requerido para la carga aplicada 

Configuración del 

compuesto 
Expresión 

Conjunto de 

ecuaciones 

Lámina 𝑡𝑚𝑖𝑛 = √
6 𝑀𝑚𝑎𝑥

𝜎𝐿
 

(42) Laminado 𝑡𝑚𝑖𝑛 =
∑ 𝜎𝐿𝑎𝑎=1:𝑁𝑇𝐿

𝜎𝑚𝑎𝑥
 𝑡𝐿 

Sándwich 𝑡𝑚𝑖𝑛 = √
4 𝑀𝑚𝑎𝑥 𝜌𝐿

𝐴 𝜎𝐿𝑎  𝜌𝑁
      ;    𝜌𝑁 = 70

𝑘𝑔
𝑚3⁄  

De manera complementaria y con el fin de proveer una base para futuros trabajos 

en la Universidad de San Buenaventura, se realiza el planteamiento matemático para 

determinar el margen de seguridad en los laminados. En primer lugar, se definen las 

deformaciones relacionadas a los esfuerzos a los que se encuentra sometida la placa, de 

acuerdo con la ecuación (43) de la teoría de placas (Timoshenko & Woinowsky-Krieger, 

1959). 

[

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝜀𝑥𝑦

] =

[
 
 
 
 
 
 (

𝑊(𝑖+1,𝑗) − (2 𝑊(𝑖,𝑗)) + 𝑊(𝑖−1,)

Δ𝑦2
) ∗ −𝑡1

2

(
𝑊(𝑖,𝑗+1) − (2 𝑊(𝑖,𝑗)) + 𝑊(𝑖,𝑗−1)

Δ𝑥2
) ∗ −𝑡1

2

(𝑊(𝑖+1,𝑗+1) + 𝑊(𝑖−1,𝑗+1) + 𝑊(𝑖+1,𝑗−1) + 𝑊(𝑖−1,𝑗−1)) ∗ −𝑡1
2]
 
 
 
 
 
 

  (43) 

Como puede observarse en la ecuación anterior, los esfuerzos y deformaciones se 

encuentran en función del espesor de la placa, y ya que el punto de interés de estudio es el 

que se encuentra en el nodo de mayor deformación en la cara inferior del laminado porque 
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se encuentra sometido al esfuerzo máximo; el espesor tomado en cuenta para este cálculo 

es el del plano medio. 

Posteriormente es determinado el margen de seguridad de acuerdo con la ecuación 

(44) que relaciona, para las direcciones x y y, la resistencia última longitudinal de la fibra 

con las deformaciones calculadas con la ecuación (43) y el módulo de elasticidad de la 

fibra, mientras que para la dirección xy se relaciona la resistencia última cortante con el 

módulo cortante de la fibra (Hollman, 1983). 

𝑀𝑆1 =
σf

2 ∗ 𝜀𝑥 ∗ 𝐸1𝑓

− 1 ;  𝑀𝑆2 =
σf

2 ∗ 𝜀𝑦 ∗ 𝐸1𝑓

− 1 ;  𝑀𝑆12 =
𝜏𝑓

4 ∗ 𝜀𝑥𝑦 ∗ 𝐸1𝑓

− 1 (44) 

▪ Caso ARCUM. 

Adicional a los casos mencionados anteriormente, ARCUM proporciona el caso 

ARCUM, el cual se caracteriza por tener únicamente las entradas requeridas por el método 

de diferencias finitas, siendo independiente del tipo de material, resolviendo a partir del 

módulo de elasticidad, relación de Poisson, dimensiones y cargas, y proporcionando las 

mismas salidas de los casos anteriores. Este módulo fue utilizado para la validación de 

resultados con la bibliografía consultada, la cual será expuesta en la siguiente sección.
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5. Análisis de resultados 

En esta sección se describirán las pruebas comparativas realizadas en ARCUM, 

determinando la exactitud de los resultados que influyen directamente en la deformación de una 

placa de material compuesto, es decir el cálculo de sus propiedades y la correspondiente solución 

a través del método iterativo propuesto en las secciones anteriores, dado que son los parámetros 

fundamentales que afectan los demás cálculos teóricos ya validados por los autores de la 

bibliografía consultada para el desarrollo de este proyecto. 

En primer lugar, se expondrá la evaluación de los distintos casos de carga aplicada que 

puedan ejecutarse en la placa, ya sea puntual, distribuida sobre toda la placa o parcialmente 

distribuida; realizando a su vez el mismo análisis en el software ANSYS, proporcionado por la 

Universidad de San Buenaventura, sede Bogotá y calculando el porcentaje de error entre los 

resultados obtenidos.  

En segundo lugar, se mostrará la comparación realizada entre ARCUM y dos de los 

documentos de la bibliografía consultada, incluyendo los trabajos de investigación realizados en 

la Universidad de San Buenaventura, sede Bogotá y en la Universidad Carlos III de Madrid. 

5.1. Verificación de casos de carga 

Teniendo en cuenta las diferentes formas de aplicación de cargas sobre la placa de análisis, 

se idearon tres casos cuyas condiciones permitieran corroborar los resultados obtenidos por 

ARCUM; siendo estos los fundamentales para la obtención de propiedades características del 

material y la solución del vector deformación; la cual es el objetivo principal de este proyecto. 

Adicionalmente, se buscó demostrar la correcta ejecución de todos los casos de diseño, 

implementando las tres configuraciones en los casos 1, 2 y 3.  
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El porcentaje de error entre resultados fue calculado a partir de la ecuación (45), teniendo 

en cuenta que el valor de referencia, para la validación del diseño de compuestos, fue el de la 

bibliografía, mientras que el tomado para la validación de deformación y esfuerzos máximos fue 

obtenido a través de ANSYS y, finalmente, el valor calculado en ambos casos fue el arrojado por 

ARCUM y mostrado en el módulo de resultados del mismo. También cabe aclarar que, dado que 

la malla cumple la función de refinar o no los resultados obtenidos en la solución, la validación de 

resultados será ejecutada con la malla más gruesa con el fin de obtener los resultados más generales 

y comprobar su exactitud aun con este número de divisiones. 

𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 =
𝑉𝑅𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 − 𝑉𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜

𝑉𝑅𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎
 

(45) 

5.1.1. Caso de carga puntual 

Como se observa en la Figura 32, por medio del caso de diseño número 2, se llevó 

a cabo el diseño de una lámina constituida por fibra de vidrio y resina epóxica con una 

fracción volumétrica de la fibra de 𝑉𝑓 = 0,5 en ARCUM. A partir de estas entradas, se 

obtuvieron las propiedades mecánicas del recuadro rojo de esta Figura 29, las cuales son 

mostradas en la Tabla 6 en contraste con las determinadas por el autor (Gay, Hoa, & Tsai, 

2003), exponiendo el porcentaje de error entre los módulos elásticos longitudinal y 

transversal, el módulo cortante y la relación de Poisson.  

Como se puede notar, el valor del error absoluto es similar para los módulos 

elásticos y cortante siendo este de 4%, mientras que para la relación de Poisson es mucho 

menor, siendo de 0.69%; destacándose la obtención de un valor por encima al real 

únicamente para el caso de los módulos de Young. 



80 

 

 

 

Figura 32 Diseño de lámina del caso de carga puntual 

Tabla 6 Comparación de constantes elásticas del caso de carga puntual 

Característica 
Resultados de 

referencia 

Resultados 

ARCUM 
Error porcentual 

Módulo de elasticidad [MPa] 2,00e+10 2,08e+10 3,9% 

Módulo cortante [MPa] 2,85e+09 2,74e+09 4% 

Relación de Poisson 0,13 0,125 0,69% 

    

Una vez comparados y comprobada la validez de dichos parámetros, se realizó el 

diseño del laminado de cuatro capas dispuestas en una configuración [90,45]𝑆, como se 

observa en la Figura 33, en donde se resaltan con el recuadro rojo las propiedades obtenidas 

del compuesto simétrico final, es decir, las constantes que fueron utilizadas para el análisis 

de deformación, tanto en ANSYS como en ARCUM y, adicionalmente en el recuadro azul 

de esta Figura se destaca el espesor del laminado, el cual para este caso es equivalente al 

espesor total de la placa.  
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Figura 33 Diseño de laminado del caso de carga puntual 

 

Figura 34 Modelado de la placa del caso de carga puntual 

Posteriormente, se definieron las entradas de las dimensiones de ancho y largo de 

la placa, siendo estas 0.5 y 0.35 metros respectivamente, como se observa en el recuadro 
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verde de la Figura 34, así como también es señalado en negro y en el recuadro amarillo, el 

nodo 61 de una malla gruesa como el punto de aplicación de la carga puntual, de P=100 

Newtons, aplicada en la esquina superior derecha de la placa, con coordenadas 

(0.375,0.262).  

Se debe destacar que este caso fue diseñado y ejecutado con el fin de garantizar el 

funcionamiento del código computacional aún sin existir simetría alguna al encontrarse 

aplicada una carga puntual en el medio de la placa a analizar, y poder ilustrar el 

comportamiento de la solución obtenido por ARCUM bajo cualquier carga situada en 

cualquier punto de la superficie. 

 

Figura 35 Resultados del caso de carga puntual 

Una vez ejecutada la aplicación fueron obtenidos, entre otros resultados, la 

deformación máxima, tanto en el panel de gráficos del módulo de resultados de ARCUM 

como en la interfaz de ANSYS, mostrada en la Figura 36, exponiendo también el valor 

numérico de la deflexión resaltado en la Figura 35 con el recuadro naranja. 
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Figura 36 Deformación de la placa del caso de carga puntual en ANSYS 

Los datos de deformación y esfuerzo normal máximo de la placa son mostrados en 

la Tabla 7, en donde el porcentaje de error entre ambas variables es aproximadamente igual, 

siendo este de 3.5 %; y estando ambos resultados de ARCUM por encima de los arrojados 

por ANSYS. 

Tabla 7Comparación de esfuerzos y deformaciones del caso de carga puntual 

Característica Resultados de referencia Resultados ARCUM Error porcentual 

Esfuerzo [MPa] 1,236e+07 1,280e+07 3,57% 

Deformación [m] 0,00062038 0,00064170 3,44% 

    

5.1.2. Caso de carga distribuida 

Para la validación del caso de carga distribuida sobre la placa, se buscó diseñar una 

placa tipo sándwich, cuya piel fuese un laminado compuesto por 10 láminas de fibra de 

Kevlar y resina epóxica dispuestas en una configuración [90, 60,45, 30, 0]𝑆 y su material 

de núcleo, como se dijo a lo largo del documento, fuese espuma de poliuretano. 

Para lo anterior y, como se muestra en la Figura 37, se utilizó el tercer caso de 

diseño, definiendo una fracción volumétrica de la fibra 𝑉𝑓 = 0.5 en ARCUM y un espesor 
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de lámina de 0.3 milímetros lámina, obteniéndose las propiedades resaltadas con el 

recuadro rojo las cuales, de igual manera al caso de carga anterior, fueron validadas a partir 

de la bibliografía consultada (Gay, Hoa, & Tsai, 2003) y organizadas en la Tabla 8. 

 

Figura 37 Diseño de lámina del caso de carga distribuida 

Tabla 8 Comparación de constantes elásticas del caso de carga distribuida. 

Característica 
Resultados de 

referencia 

Resultados 

ARCUM 
Error porcentual 

Módulo de elasticidad [MPa] 2,20e+10 2,11e+10 4,1% 

Módulo cortante [MPa] 4,00e+09 3,78e+09 5% 

Relación de Poisson 0,15 0,154 3,3% 

    

A partir de esta comparación se determinó un error de 4.1%, 5% y 3.3% para los 

módulos de elasticidad, cortante y relación de Poisson, respectivamente, evidenciando que 

el único valor por encima del real, a diferencia del caso de carga puntual, fue el de esta 

última variable. 
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De manera similar al caso anterior, se diseñó el laminado simétrico de acuerdo con 

el código y el número de láminas definido anteriormente, obteniéndose tanto el espesor del 

laminado equivalente a 3 milímetros y resaltado con el recuadro azul de la Figura 38, como 

las propiedades de la piel del sándwich resaltadas en el recuadro rojo de la misma Figura. 

 

Figura 38 Diseño de laminado del caso de carga distribuida 

Se debe recordar que al ser mucho mayor el módulo elástico del compuesto al del 

material del núcleo, son estas propiedades las utilizadas para aproximar el comportamiento 

bajo la carga a la que sería sometida la placa, es decir, las ingresadas a ANSYS para 

determinar los valores de deformación y esfuerzo máximos. 

Posterior a ello, se modeló la placa asignando tanto las dimensiones de esta, como 

el espesor del núcleo, siendo estas 20x40 centímetros y 4 milímetros respectivamente; 

obteniéndose un espesor total de la lámina de 14 milímetros, como se observa en el 

recuadro verde de la Figura 39. 
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Figura 39 Modelado de la placa del caso de carga distribuida 

Adicionalmente y, contando con una malla gruesa, se definió la zona de aplicación 

de la carga como se muestra en el recuadro amarillo y en el panel de vista previa del 

enmallado de esta última Figura, en donde se debe resaltar que la delimitación de esta zona 

de aplicación para este caso de carga se debe realizar seleccionando las esquinas internas 

siguiendo el esquema de la Figura 25, debido a que los bordes externos, como se dijo a lo 

largo del documento, poseen una deformación igual a cero.  

Una vez calculada la solución, con la carga distribuida asignada equivalente a 

P=1000 Pascales, el módulo de resultados proporciona la información de la deformación y 

el esfuerzo normal máximo obtenido, los cuales se encuentran localizados en el nodo 

central de la placa y son resaltados por los recuadros naranja y gris en la Figura 40, 

respectivamente. 
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Figura 40 Resultados del caso de carga distribuida 

Estos datos son comparados con los obtenidos por medio del análisis estructural de 

la placa realizado en ANSYS, donde los resultados gráficos y numéricos de deformación 

son mostrados en la Figura 41. 

 

Figura 41 Deformación de la placa del caso de carga distribuida en ANSYS 

En la Tabla 9 se realiza la comparación de esfuerzos y deformaciones determinando 

un error del 2.91% y 3.54% respectivamente, evidenciando que el resultado de la 
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deformación arrojado por ARCUM es el único valor que se encuentra por encima del real, 

a diferencia del caso de carga puntual. 

Tabla 9 Comparación de esfuerzos y deformaciones del caso de carga distribuida 

Característica Resultados de referencia Resultados ARCUM Error porcentual 

Esfuerzo [MPa] 1,002e+05 9,727e+04 2,91% 

Deformación [m] 1,83500e-06 1,90480e-06 3,54% 

    

5.1.3. Caso de carga parcialmente distribuida 

Para el caso de una carga parcialmente distribuida sobre un área determinada de la 

placa se realizó el mismo procedimiento de los casos anteriores, diseñando una lámina de 

fibra de carbono y resina epóxica. 

 

Figura 42 Diseño de lámina del caso de carga parcialmente distribuida. 

Como se observa en la Figura 42, el recuadro rojo indica las constantes elásticas en el 

módulo de diseño de lámina del primer caso de diseño, las cuales surgen de una fracción 
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volumétrica de la fibra 𝑉𝑓 = 0.45 y cuyos resultados son contrastados con los de referencia 

(Gay, Hoa, & Tsai, 2003), determinando el error como en los casos anteriores, en la Tabla 

10, donde se evidencia que el error máximo encontrado es de 2,96% y el único valor que 

se encuentra por encima de los proporcionados por la bibliografía es el del módulo de 

elasticidad. 

Tabla 10 Comparación de constantes elásticas del caso de carga parcialmente distribuida. 

Característica 
Resultados de 

referencia 

Resultados 

ARCUM 
Error porcentual 

Módulo de elasticidad [MPa] 5,40e+10 5,56e+10 2,96% 

Módulo cortante [MPa] 4,00e+09 3,89e+09 2,80% 

Relación de Poisson 0,05 0,05 0,0% 

    

Por otro lado, la zona de aplicación de la carga distribuida de P=30 Pascales, para este caso, 

equivale a la mitad de la placa como se observa en la Figura 43, en el panel de vista previa 

y la delimitación de esta zona de aplicación se da a partir del esquema de la Figura 25, al 

igual que el caso de carga anterior, partiendo de las esquinas internas superiores hasta la 

mitad de la placa, integrando los nodos 11, 17, 44 y 38.  

También fueron definidas las dimensiones de la placa, contando con 0.3 y 0.1 milímetros 

de ancho y largo respectivamente, resaltadas con el recuadro verde de esta Figura, contando 

con un espesor de 2.4 milímetros ingresado en el módulo de diseño del compuesto. 

Finalmente, los valores de deflexión y esfuerzo normal máximos arrojados por ARCUM 

son visualizados en el módulo de resultados resaltados con los recuadros naranja y gris, 

respectivamente, así como la gráfica de pandeo es visualizada en el panel de gráficos de la 

Figura 44. 
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Figura 43 Modelado de la placa del caso de carga parcialmente distribuida 

 

Figura 44 Resultados del caso de carga parcialmente distribuida 

Estos datos fueron comparados, como en los casos anteriores, con el análisis 

realizado en ANSYS, cuyos resultados de deformación son expuestos en la Figura 45 y 

comparados con los obtenidos con ARCUM en la Tabla 11, determinando el porcentaje de 
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error, el cual para los dos casos fue equivalente al 5%, encontrándose ambos resultados por 

debajo de los valores reales obtenidos por el software de validación. 

 

Figura 45 Deformación de la placa del caso de carga parcialmente distribuida en ANSYS 

Tabla 11 Comparación de esfuerzos y deformaciones del caso de carga parcialmente distribuida 

Característica Resultados de referencia Resultados ARCUM Error porcentual 

Esfuerzo [MPa] 2,289e+04 2,174e+04 5,00% 

Deformación [m] 0,00000020591 0,0000001954 5,00% 

    

5.2. Verificación de casos de la bibliografía 

Para realizar la segunda parte de la validación de resultados se utiliza el módulo de 

caso ARCUM, con el fin de proporcionar las entradas correspondientes a los documentos 

seleccionados y determinar el error entre las deformaciones y esfuerzos máximos. 
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5.2.1. Universidad de San Buenaventura Sede Bogotá 

En primer lugar, es evaluado el documento elaborado por (Luna Amezquita & 

Navas Mantilla, 2016) en su trabajo de grado, cuyo análisis de pandeo de una placa de 

material compuesto por Kevlar y resina epóxica es realizado de manera manual por el 

mismo método utilizado en el código computacional de ARCUM, es decir, el método de 

diferencias finitas. Las propiedades de entrada de la placa fueron obtenidas a partir de la 

caracterización de probetas e ingresadas a la aplicación como se evidencia en la Figura 46 

en el recuadro rojo y, adicionalmente, las dimensiones utilizadas para dicho análisis son 

resaltadas en el recuadro verde de esta misma Figura.  

Por otro lado, la carga a la cual se encuentra sometida la placa es de tipo puntual, 

localizada en el nodo 41, es decir en el medio de esta y con un valor de 302.48 Newtons, 

para este caso de evaluación. 

 

Figura 46 Modelado de la placa del caso de la Universidad de San Buenaventura 
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La Figura 47 muestra el esquema realizado por los autores, en donde se localizan 

tanto los valores numéricos como las convenciones de colores que indican la mayor 

deformación en el centro, señalada con rojo y la menor, en los bordes señalada con verde; 

evidenciándose un valor máximo de deflexión de 𝑊𝑚𝑎𝑥 = 0,024911787 milímetros. 

 

Figura 47 Resultados de deformación obtenidos en el estudio de la Universidad de San Buenaventura (Luna 

Amezquita & Navas Mantilla, 2016) 

 

Figura 48 Resultados del caso de la Universidad de San Buenaventura en ARCUM 

Por su parte, los resultados obtenidos por ARCUM, muestran una deflexión de 

0,057952 metros por lo que se realizan las comparaciones correspondientes a partir del 

dato de deformación máxima proporcionado por el análisis realizado en ANSYS bajo el 
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protocolo de simulación dado por el Anexo 5 que, como se muestra en la Figura 49, es de 

0,06117 metros. 

 

Figura 49 Deformación de la placa del caso de la Universidad de San Buenaventura en ANSYS. 

Partiendo de lo anterior se determina el error porcentual entre el valor de ANSYS 

y el obtenido por cada uno de los análisis realizados, tanto por los autores de la Universidad 

de San Buenaventura (Luna Amezquita & Navas Mantilla, 2016), como el desarrollado 

obtenido en el presente proyecto.  

Para el primer caso, el error entre el ANSYS y el análisis manual realizado por los 

autores es de 99.096%, mientras que, para el segundo caso, es decir el error entre ANSYS 

y ARCUM, es de 3.87%. Adicionalmente, se determina el error entre los esfuerzos 

calculados por ANSYS y ARCUM, obteniendo un valor del 1.68% y siendo mostrado en 

la Tabla 12. 

Tabla 12 Comparación de esfuerzos y deformaciones del caso de la de la Universidad de San Buenaventura 

Característica Resultados de referencia Resultados ARCUM Error porcentual 

Esfuerzo [MPa] 3,360e+08 3,30e+08 1,68% 

Deformación [m] 0,06117 0,057952 3,87% 
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5.2.2. Universidad Carlos III de Madrid 

Para el segundo caso de validación bibliográfica, se parte del análisis realizado por 

los autores (Ortega & González López, 2013), en donde se evalúa la deformación de placas 

con distintas propiedades y dimensiones, a partir de distintos métodos numéricos de 

resolución, incluyendo el método de diferencias y elementos finitos y el método de Navier. 

Este análisis seleccionado parte de las características del material resaltadas en el 

recuadro rojo de la Figura 50, de las dimensiones de la placa resaltadas en el recuadro verde 

de la misma Figura y de una carga de P=10000 Pascales distribuida sobre toda la superficie, 

cuya zona de aplicación es delimitada en el recuadro amarillo del módulo de modelado de 

la placa de ARCUM. 

 

Figura 50 Modelado de la placa del caso de la Universidad Carlos III de Madrid 

La ejecución de este caso de estudio por parte de los autores de la Universidad 

Carlos III de Madrid, determinó un valor de deflexión máxima mostrado en la Tabla 13, de 

3.379 ∗ 10−3 metros mientras que el valor máximo de deflexión proporcionado por 



96 

 

 

ARCUM, el cual es resaltado en el recuadro naranja de la Figura 51, es de 3.373 ∗ 10−3 

metros. 

De igual manera al caso anterior, se realiza el análisis de deformación en ANSYS 

bajo el protocolo de simulación dado por el Anexo 5, con el fin de proporcionar un valor 

real de comparación; del cual se obtienen los resultados ilustrados en la Figura 52  y 

contrastados en la Tabla 13. 

 

Figura 51 Resultados del caso de la Universidad Carlos III de Madrid 

 

Figura 52 Deformación de la placa del caso de la Universidad Carlos III de Madrid en ANSYS 
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Tabla 13 Comparación de esfuerzos y deformaciones del caso de la de la Universidad Carlos III de Madrid 

Característica 
Resultados de 

referencia 

Resultados 

ARCUM 

Universidad Carlos III 

de Madrid 

Error 

porcentual 

Esfuerzo [MPa] 1,071e+07 3,491e-03 - 5,05% 

Deformación [m] 1,135e+07 3,373e-03 3,37900e-03 3,37% 

A partir de estos valores se calculó el porcentaje de error entre ANSYS y el análisis 

realizado por los autores, el cual fue de 3,21%, mientras que el calculado entre ANSYS y 

ARCUM fue de 3,37%, teniendo el primero de estos un 0,16% más de exactitud que el 

segundo; estando ambos resultados por debajo al valor real.  

Adicionalmente se calculó el porcentaje de error entre el valor máximo del esfuerzo 

normal obtenido por medio de ANSYS y el obtenido a partir de ARCUM, siendo este de 

5.05%, siendo el valor máximo de error de todas las pruebas realizadas y estando por 

encima del valor real obtenido. Se debe destacar también que aunque en la sección 1.5.2. 

del presente proyecto fueron esstipuladas las longitudes máximas permisibles para el ancho 

y largo de una placa, equivalente a 500 milimétros; el exceder esta restricción no tiene 

afectaciones sinificativas en los resultados de esfuerzo o deformación, ya que se encuentra 

exclusivamente relacionado con las dimensiones utilizadas frecuentemente en los 

proyectos de investigación y prácticas experimentales; por esto, ARCUM soluciona los 

casos cuyas dimensiones se encuentren fuera de este intervalo propuesto. 
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7. Conclusiones 

El desarrollo del proyecto ARCUM permitió confirmar la proximidad entre los resultados 

calculados por el código computacional y los valores de referencia, por medio del método de 

diferencias finitas para determinar los esfuerzos y deformaciones, respetando el límite de error 

estipulado al no obtenerse errores entre resultados mayores al 5% y encontrándose que, en 

promedio, el error existente entre los valores reales y los obtenidos por ARCUM para las 

deformaciones máximas es de 4.13%, mientras que para los esfuerzos máximos es de 3.88%, 

indicando una mayor exactitud en estos últimos. 

La validación desarrollada en la sección 5.2, referente al análisis de pandeo realizado 

manualmente en la Universidad de San Buenaventura Sede Bogotá, permitió confirmar la 

necesidad de proporcionar, principalmente a los estudiantes, una herramienta de cálculo que 

facilite la ejecución de análisis que requieren la inclusión de métodos iterativos, como lo es el 

análisis de deformación por medio del método de diferencias finitas, debido a que al ser ejecutado 

manualmente los resultados se encuentran sujetos a errores durante el proceso de solución extenso 

que además requiere una inversión de tiempo considerable para ser resueltos; sin embargo, el 

modelo utilizado por los autores (Luna Amezquita & Navas Mantilla, 2016), que se encontraba 

basado en el propuesto por el autor (Peery & Azar, 1982) y en donde se proporciona directamente 

la ecuación general abreviada, posee errores de simplificación de los coeficientes F1, F2, F3, F4 y 

F5, determinando erróneamente los resultados de deformación y, por ende, de momentos flectores, 

esfuerzos máximos, gráficas de esfuerzo contra deformación y espesor mínimo para soportar la 

carga. 

En la comparación realizada entre las propiedades mecánicas calculadas por ARCUM y 

las de referencia tomadas de la bibliografía (Gay, Hoa, & Tsai, 2003), se evidenció que el módulo 
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de Young es la variable en la se presenta un mayor error, mientras que la relación de Poisson posee 

el menor error dentro de los parámetros comparados. Asimismo, los resultados de esfuerzo y 

deformación máximos tienden a estar por debajo del valor real, indicando una posible 

visualización de falla antes de tiempo, evitando utilizar materiales que se encuentren al límite de 

su resistencia. 

Se identificó que el caso de carga que invierte menos tiempo en determinar el vector 

deformación es el de carga puntual, utilizando entre 431 y 485 segundos que equivalen a 7,1 y 8 

minutos respectivamente, a diferencia del caso de carga distribuida en donde la inversión de tiempo 

se encuentra en un intervalo de 505 y 522 segundos, que equivalen a 8,4 y 8,7 minutos 

respectivamente.  

Por último, al desarrollar la herramienta ejecutable de ARCUM a partir del compilador de 

Matlab, su tamaño total fue equivalente a 2.84 GB mientras que los archivos ejecutados desde el 

editor de Matlab contaron con un tamaño de 1.46 GB; de lo que se pudo concluir que el gran 

tamaño de ARCUM se encuentra dado por el uso de malas prácticas de programación, dado que 

las líneas del código computacional no fueron re utilizadas como funciones adaptables a las 

necesidades en las operaciones, sino repetidas dos o más veces conforme se fuesen requiriendo. 

Adicionalmente, los parámetros que no variaron en el tiempo fueron definidos como variables, 

mas no como constantes iniciales, provocando un mayor uso de memoria y CPU.   
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8. Recomendaciones 

Se recomienda mejorar esta primera versión de ARCUM, incluyendo cambios para reducir 

el tiempo de iteración y mejorar la precisión de los resultados; así como la inclusión tanto de 

variables y conceptos adicionales, tales como el cálculo del número mínimo de láminas que deben 

componer un laminado y la predicción del código de orientación ideal para soportar una 

determinada carga aplicada; así como también la inclusión de fibras adicionales como la de boro 

y una mayor cantidad de materiales  compuestos,  logrando abarcar no solo los de matriz 

polimérica sino los de matriz cerámica o metálica.  

También se sugiere modificar la gráfica de convergencia, de tal manera que represente en 

tiempo real el comportamiento por iteración en el modelo que se esté resolviendo. Adicionalmente 

se recomienda la inclusión de otras condiciones de frontera, como bordes simplemente apoyados 

y bordes libres, ampliando el campo de acción de la aplicación.  

Por último, se sugiere optimizar el código en Matlab orientando la programación a los 

requerimientos tanto funcionales como no funcionales de la aplicación, implementando buenas 

prácticas de programación, como la programación estructurada para evitar las líneas repetidas de 

código y el planteamiento de constantes iniciales, para disminuir el uso de memoria y tamaño de 

la aplicación y agilizar la ejecución de las operaciones matemáticas ejecutadas.
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9. Anexos 

Anexo 1  -  Código computacional de ARCUM 

Anexo 2  - Guía de usuario de ARCUM 

Anexo 3  -  Entradas y salidas de cada caso de diseño en ARCUM 

Anexo 4 - ARCUM ejecutable 

Anexo 5 – Protocolos de simulación en ANSYS
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